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PREFACE 


Avec le remerciement de DIEU seul, je présente mon second 
livre (rectifié et ajouté) dans ma série ELMOUFID et qui comprend 32 


examens du Baccalauréat pour la section mathématiques. 


Je suis convaincu que la révision efficace de l'éléve exige qu'il 
passe en revue les examens précédents, qui, en général sont bien 
sélectionnés pour une évaluation objective de l'éléve. Ils sont d'ailleurs 
préparés par un nombre respectable de professeurs compétents. Suite à 
cette conviction, j'ai vu qu'il est nécessaire de ne pas priver nos éléves de 
cet intérét, pour lequel ils dépensent beaucoup pour ne bénéficier que d'une 
part limitée, surtout que pour beaucoup de parents, cela constitue un poids 
de dépenses trés lourd causé par les heures supplémentaires. J'ai d'ailleurs 
fourni de gros efforts pour condenser dans ce livre le continu de deux et ce, 


pour plus d'intérét. 


Je ne cache pas que j'ai tiré profit en accomplissant ce travail qui 
permet, statistiquement, de donner une vue globale sur la variété des 
exercices. En autre, il motive, mes collégues et moi, à la création et à la 
recherche du nouveau dans nos examens, qui, d'ailleurs, en général, sont 


riche ,variés et originaux 


J'espère que j' ai, par ce modeste travail, participé à l'édification 


de La sagesse chez nos éléves, avenir de notre cher pays la TUNISIE. 


L'Auteur : Ali Zouhaier 
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BAC 1000 SESSION PRINCIPALE 


Pour tout complexe z on pose f(z)-z42(- 43 + i)z2+4(1 — iJ3 )z«8i 
1/a- Montrer que l'équation f(z) — 0 posséde une racine imaginaire pure 

Zo que l’on déterminera. 

b- Résoudre alors f(z) = 0. On notera z; et z2 les deux autres racines, 

Z1 étant celle qui a une partie imaginaire négative. 
2/a- Donner la forme trigonométrique de 0 — SL 
b- Le plan complexe est rapporté à un repére orthonormé direct (6, d, V). 
A tout nombre complexe z non nul on associe les points M, M; et M; 
d'affixes respectives z, oz et o?z. 
Montrer que OMM:M est un losange. 


Dans le plan orienté on considére un triangle ABC non isocéle tel que 


y ss mau. 
(AB; AC) = C [21]. A tout point M de la droite (AB) on 
associe le point N de la droite (AC) tel que M et N soient dans un 
méme demi-plan de bord (BC) et BM-CN. 
1/ Montrer qu'il existe une unique rotation R telle que : 
pour tout point M de (AB) ona: R(M) = Net R(B) = C. 
Préciser une mesure de son angle et construire son centre Q. 
2/ Soit O le milieu du segment [BC]. On désigne par S(oo; la symétrie 
orthogonal d'axe (OQ) et on pose f = Sion) » R. 
a- Déterminer f(B) et f(Q). 
b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f. 
3/ Soit I le milieu du segment [MN]. 
a- Quel est l'ensemble D des points I lorsque M décrit la droite (AB)? 
b- Construire D. 


PROBLEME 


Soit la fonction f : ]-1; 1[ > IR;x > p 3 L dt 
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1/a- Justifier l’existance de f. 
b- Montrer qu'il existe M réels a, B et y tels que : 


vt e IR4-1; T + 


c- En déduire que Vx € s 1; A f(x) = Iei 1 £x)- x 


2/ Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative dans 


= a + ne 


un repère orthonormé (0:7; i) 
3/a- Montrer que Vx € IR¥, Vk e IN*;Logx < A — 1 +Logk 
b- En déduire que Vk € IN*; [ ii Logxdx < Logk et par suite 
Vn € WT Logxdx < Log(n!) 
c- Mq Vn € IN*;Log(n!) > (n + L).Log(n + 1) -n+ L Log2. 
4/ Soit (un ) la suite définie sur IN* par u,=Log(n!) — (n + + .Logn + n. 


a- Montrer que Vn € IN*; un > +Log2. 


b- Vérifier que Vn € IN*;u, — Un = (2n + (L xd 1 ) 


c- En déduire que (un) est convergente. 


È 
IU Soit la suite (v4) définie par vo = pa — x) 2 dxet 


EN de 
Vn e IN* v, = [x 2 (1— x) 2 dx 
1/ Calculer vo. 
2 
2/a- Le plan étant muni du repére orthonormé (0:1; ] À déterminer 


l'ensemble des points M(x,y) tels que y? - x(1 — x) = 0. 


b- En déduire que vı = z 


3/a) Montrer que (vn ) est décroissante . 
b) En déduire qu'elle est convergente 
4/a- Prouver, a l'aide d'une intégration par parties, que : 


vn € IN; van = t2 y, 


b- En déduire que Vn € IN; HL. < NL < let lim JHL - l 


n+ : urbe 
5/a) Montrer par récurrence que Vn € IN; va. vau (92) (n23)(n14) 


/ 
S Er 


b) En faisant ue dans l'expression Ho le APPORT, 


montrer que lim n * .Vn = 42R. L 


no-o0 


; n 2 
oc Monter que PREND ad) [ 5 mb 
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IIU (u, 7 étant la suite définie dans U4/ 


| 
1/ Montrer que Vn e IN*;e" = nt n 
n 2 


2/ Exprimer e?'»^» en fonction de p et va, (p € IN*). 
3/ Soit L la limite de la suite (un). 

Déduire de ce qui précède que L= Log42n . 

(on admetra que un Up G uy =L.) 


UNE CORRECTION POSSIBLE 


1/a- Soit a un réel. (ia) est une solution imaginaire pure de f(z) = 0 
€» (ia)? +2(-/3 +i) a)? +4(1493 )Ga) + 8i = 0 
€» 107 + 20243 —2ia? + 4ia + 4/3 a + 8i = 0 
= (2o? 43 * 443a) + i(-0? — 20? + 4a - 8)— 0 
24243 +43 à = 0 a = 0 ou a = —2 
= = 
—a — 20? + 4a+8 = 0 -07 — 20? + 4a +8 = 0 
€» à = —2 car seul —2 vérifie les deux équations. 
Conclusion : z; = —2i est la solution imaginaire pure de f(z) = O. 


b- zo —-2iestune racine de f(z) = 0 
=> 3(a,b,c) e C? tel que f(z) = (z- (-2i))(aZ2 + bz + c); Vze C 
e f(z) = (z+ 2i)(az? -bz*c);VzeC 
€» f(z) = az? + bz? + zc + 2iaz? + 2ibz + 2ic, Vz e C 
€» f(z) = az? + ia + b)z? + (2ib + c)z + 2ic; Vz e C 


a-l 
= ] 
2ia +b = 2(-43 +i) 
E S 4(1443)) À Pae 
2ic = 8i i 


Par suite f(z) = (z + 2i) (z — 24/3 z+ 4) 
D'où f(z) = 0 & z+2i=0 ou z2-2/3z+4-0 
(A =3-4=--1=(i)) 
c z = —2i ou z= #3 -i ou z= 43 +i 
Bilan : Les solutions de l'équation f(z) = 0 sont zo——21, zy-43 - i 
et z? = NE] +i. 
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nee 2(eos(--) +isin(-£)) = [2: -2 ] 
sot Taa Ea TE 5) 


TUN ard 
Par suite © = LAKE. 
pal -[ ] [ ] 
b- - aff(OM) =z -aff(MMr) = œz- o?z = (o — o?)z 
Or o = cos( £) +isin( £) - L+i 
hT HET 
TE ) 


D'où o-o? = + +i 2 
2 2 


aff (MM) U Z l 
Ce qui donne aff(OM) =aff (MMi) <> OM = MM 
—» OMM.M est un parallélogramme. (1) 
x OM=4  xOMb-jo?z-oe?|z-|z caro? = [1 2 |] 
= OM-OM: (2) 
Bilan : (1) et = OMM:; M est un losange. 


1/ Soit M un point fixe de (AB)\{B} 
et N le point associé à M. 
Comme CN-BM + 0 car MZ B 
alors il existe un seul déplacement 
Ry tel que { RUB} - € 
Ru(M) = N 
+ Ru(B) = Cet Ru(M) = 


pem RI e 
=> (BM; CN) est l'angle de Ry 


LC METUS A UNS 
(BM; CN) = (BM; BA) i (BA; CA) + (CA: CN) [2x] 
Premier cas : Me (AB) BA) 

=> N e (AC)\[CA) car M et N sont dans le méme demi-plan 
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de frontière (BC). 
ENT pps ns. 

Dans ce cas (BM; CN) = n+ (A8; AC) + n[2n] = pid 
Donc Ry est une rotation d'angle 2 

Deuxième cas : Me [BA)\{B} = N e [CAC 

—Ó— — 
——3 ——23 — — 
Dans ce cas (BM; CN) 2024 (AB; AC) -0[2n] = 5D] 


Donc Ry est une rotation d'angle E 
Comme Ry, est une rotation d'angle 2 et transforme B en C alors 
Ru est indépendante de M en effet désignons par Q le centre de Ru 
OB - OC 
Ru4(B)-Ce epe 
(08.00) - [mj 
Q € méd[BC) 
Q € au demi cercle de diamètre [BC] et tel que 


OBC est un triangle rectangle direct. 


Conclusion : il existe une unique rotation R telle que pour tout point 
M de (AB) on a :R(M) = Net R(B) = C. 


2/a-- KB) = (Sto * RYB) = Stom(C) = B. car (00) = med[BC]. 
+ HO) = (Som) < RXQ) = Stooy(Q) = Q. 


b- f est un antidéplacement car elle est la composée d'un déplacement et 
d'un antidéplacement . 
De plus f fixe Q et B alors f est la symétrie axiale d'axe (OB). 


3la--(OM;ON)- Æ [2x] car R(M) =N 


—— 
——) —3 
et comme I--MxN alors (a: ar) = Drm] 


4 
OM - ON. car R(M)=N 
— COMI est un triangle isocèle en Q 
et comme I-M«N alors QMI est un triangle rectangle en I 
2 


> QL . cs OM & OI = cos TOM e QI = OM 
OM 4 2 i 
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QI = OM 
(M; oi) =2 [2n] 
Les PES n 
avec S est la similitude directe de centre Q, de rapport EN et d'angle 4 
Ainsi l 
M e (AB) © Ie D=S((AB)) car S est une application bijective 
-R(B) = C et O=B*C = O = S(B). 
+ Désignons par A'-R(A) alors S(A) = A" avec A"-AxA'. 
Conclusion : D-(OA") 
b- Voir figure. 


PROBLEME 


j : 2 . 
I/l/a- la fonction qui à t ^ 1 t 3 est continue sur ]-1; 1[ 


=> vxe]-LlLfG)- IR i 
b- (€ p + SVt e RWL LK > 


2 , 
i z dt existe. 


1-1? Ps 1+t 
SR en Ge A ME o e RES 
l-t? 1-t? 
— = = —] 
= —y LD = = p= + 
a+fB+y=0 y= + 
L 1 
2 2 


T ieiunio uA ss 2 
Ainsi Vt € IR\4-1, 1}; 1-2 1+ l-t * 1 LY 


d 
+ Ml 
Lad 


1 
Lar TEE — hes 2 
c- Vx e ]-L 1p = fè us dt = IG) + + 
ML 4a aai olt l+x 
= [--Xtoga-0 + Lag +0 | =x + Log Lx) 
2/ la fonction (x l t x ) est dérivable et strictement positive sur ]-1; 1[ 


=> la fonction qui à x — Log( lx ) est dérivable sur ]-1; 1[ 


1-x 
par suite f est dérivable sur ]-1; 1 [. 
] 2 
vx e ]-1; I[;f( xai). n 
us PSN TT Ltx) 2 LEX) 1-x? - 
1-x |-x 
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. lim f- li L l+x pL. 
lim f=lim [T Loge x | o0 


: lim f -lim | xL Log LX ltx X ere 
1^ SALT 


D'oü le tableau de variation de f 


3/a- Soit k € IN*. g : IR? > IR;x — g(x)-Logx — (x -] + Logk ) 
g est dérivable sur IR? et Vx € IR, g'(x) = l - T = k-x 
D'ou le tableau de variation de g sur IR? 


— 0 est la valeur maximale de g par suite Vx € R ,g(x) < 0 
signifie que Vx € IR*,Logx < ra — 1 +Logk 


b- Yke IN* onak- 4 «k« i 
D'où Vx € Le e] Logx € + — 1 +Logk 
Par suite (^ , Logx. dx € MC ~ l +Logk)dx 


T , Logx. dx < E -x+ Logkx ] M = Logk 


2k 
*Vk € IN* on um "Log dx < Logk 
D'où Vn e IN*; T oa dx < D ; Logk. 


* Pina Logk — Log! + Log2 + Log3 +....+Logn 
= Log[1 x 2x 3 x...xn] = Log(n!). 
k OE 14H44 E nth 
* yh m S Logxdx=| s Logxdx+| Se Logxdx+... uu Logx. dx 
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= f w Logx.dx aaide de la relation de Chasles sur les intégrales 

Ainsi Vn € mw: Logxdx < Log(n!). 

"m u'(x)—-1 us u(x) = x 
e- Vn € INT Lo gxdx e) a 1 
vx)-Logx D. VR] = + 
= Hilo] - [dx = [xLogx]7/* - pen" 
= Ln + aln 1) -n+ 1 Log2. 

4/a- D'abord Vn e IN*;u, — 2e Leu erem te 
Or Vn € IN MU (n«4 1 Log(n + 1)- NC ILog2. 
donc Vn € IN*; un — z Log2 > < + L)[Log(n +> L)- Logn | 
d'ou Vn e IN*:u, — lLog2 > Ocar Log(n + 1) > Logn 

b- un — Un = 
1 3 
= BE = - ! = -pn- 
Log(n!) en )Logn+n Log[(n+1)!}+(n+ > )Lognen) n-1 
= D- m > : ! P t 
Log(n!) it 2 )Logn pcd Log(n!)« (n* 2 JLogtn+1) 1 
-(n t l)Logn + (n1 )Log(n+1) -1 


- RERO *1)-Logn]-] 


E nil 
= Qni 4 Log 4——-) - "zl 
n lta = l 
oiea z SR 2n+1 
1 zr 1 1 +] 
— d4 2n+1 EE N E n Ca 
- bral i) Ael 28m 93 


Conclusion : un — us = (2n + DE( x T 
c- Vn € IN*;1» X -0 
n+l 
> Vne pel A TES ) > f(0) = 0 carfeststrictement //. 
*. 1 
= vent BG)» 


€» Vn e IN*; un — un > 0 €» (un) est décroissante sur IN*. 


De plus (un) est minorée par LLog2 donc (un ) est convergente. 


2 
1 a. 1 i iE i L 1 ! 
It vo=f (1 — x) 2 dx-- f, (1 —3)' 1 — x) 2 i| $029 2* |= 
2/a- Posons (C) : y? - x(1 - x) = 0. 
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2 
y?-x(1-x)-0 e y? -x *x?-0 e G-1) -4 +y2=0 


= (4er GY | 


Ainsi :(C) est le cercle de centre le point Q + ,0 } et de rayon E 


po L 1 
b-vi = | x2 (1-x)2 dx =Í; x(1— x) dx 
Soit h : [01] — IR;x — /x(1 —x) et désignons par Cr sa courbe 
Dd 


-> 
dans le repère orthonormé (o: 1,] 


D'où v, est la mesure de l'aire de la partie du plan limitée par la courbe 
Ci de h, l'axe des abscisses et les droites d'équations respectives 
x - Oetx - I. 

x € [0;1] 


M(x,y) E€ Ch e y sped ess 


ed M(x, y) € (C) 
= y^-x(1l-x) = y20 


Y Z U 
D'où C; est le demi-cercle de (C) se trouvant dans le demi-plan 
comptenant les points d'ordonnées positives. 


2 
Par suite vı = T-Air[(C)] = i XTX (+) = E 
——w—— 


3/a) Vn € IN*; vs -vasfi x 2 (Lx) 7 dx - [1x2 (12) 7 dx 
= fix? x)? (x7 - Ddx 
best ex 21 D'oix? 1 < 0;Yx e [0,1] 
Aussi x? (ox) Re [0,1] 
Donc Vx € [0, Jx*ü-etet -1)s0 
— Vni — Vn xi 2 (1— x) E GE — l)dx < 0 
Par suite (vn ) est dectonisante sur IN* 
b) VneIN*; vx e olx t 3)? -0 
=> Vn e IN* aep XS iced v died 


D'ou (v4) est minorée par O 
de plus (v4) est décroissante sur IN* donc (vn ) est convergente. 
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1 2 EE di L 
4/a- Vn € IN; vnz = f x 2 (1 -x)2 dx =f x2 Pa 


n 
v(x)-x2" t v'(x) = HAZ 


u'(x) = (1 A o T uG)-- 2-0 — x) 2 


n ! EN d 
2] +2nt2 jix? (1 —x) 2 "dx 


RU A: 
=0+ 22 fix? (1 =x)? (1 - x)dx 


a x 1 E plz 
-2a:2[ x2(1-x)2 -x20 -97 Je 


= a42] pixta -Fd jt na | 


n t 2 [Va pe Vn+2] 


Vn+2 = 
n2). = HAZ, SVD = n+2, 


=> (1+ 
b-: Vn € IN; Vas < Va 


€» Vn e IN; Ya <1. 
Vans. Vaso n+2 Pm Van 


FEM 
( car (v4) est décroissante sur IN* ) 


Vnd 
X Vn IN e = x = 
» "Vai Vn n + Hs "Vai 
Or v > E car (vn ) est décroissante sur IN 


DE2 - Kat > t2 a Ym > N+2 
ders ^ Var 7 n5 Vn 7 n5 
En conclusion Vn e IN; 2+2 < Yau. «| 
n5 Vn 
Et comme de plus lim nt 2 =lim £=] alors d’après un théorème 


n--oo 


n--oo 


de limite et ordre on déduit que lim 04. = 1. 
n—-oo n 
moy d Le L PU -=L 
OMS a9 M03) 1 


E 2 
ARTE 11014 


donc la proposition est vraie pour n=0. 
c 2n 
€ Soit p € IN. Supposons que vp. Ypi = ———Á————————— 
T LN CD CO RET 
m xc. 9 NE > de 

montrons que Vp+1 Vp+2 (p*3)p*4Yp*t5) 
EE RE 2 — — pee 
SE EEA EN Er pts 


B CESYCETUCERS 
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Bilan : V [Vas Vad 7 TALL. 
Manso RES VI eto dad EE 
b) Vn € IN; 
=. 2n 2 Vn ERREUR T^: CR 
ve Ye muy) C 09 Va T me) e 3) 4) 
1 2 NNNM 2i adl 
Sv = arara Erem 
a SENI 
FN ay 3) 14-4) Mel 
3 
Z 2nn? 1 
o -D Owg*-———— |. 
PV aa A A * Yan 
óc | 2m?  . ë li 2nn? .. im L= 
en rU Xe Wr c0 MN 
3 
j 2nn? l / i p 
] —— M -Am = 2 2 - Vn” . 
TOME (nX2)(n33)(n4). 7 A T a n V 2n 
2 
6 " x0— z4 mans S UL 
/'Vao-vo- 3 et Gx0+D(2x0+3) Qx0) 3 ^! i 
25.01)? 
=> V2x0 = = 


(x0+1)(2x0+3) (2x0) 
D'où la proposition est vraie pour p = O. 


* Soit q € IN. Supposons que v T" —_— Ga) 
dre der E Cd) 
2 
2 (2*D. (q+1)!) 
Montrons que v —— DÉC — 
Tete Dors) CE 
2q + 
V2(q+1)V2a+2 = 2q+5 A 
_ 2q+2 T 2 (29. q1)? q!)? 
2q+5 (2q+1)(2q+3) (2q)! 
PR, c 2(q-1)7 . Q*q) 
(2q4+3)(2qa+5) (2q+ 2)(2q+1) "Oa 
— 2 y, Qx2*(q*1)q)* 
(2q433)Qq45) (2a + 2) 
2 (2D, (q+1)1)° 


^ Qq3)0q45) | Q(acD)I 
2 (2P. p!) 
(2p +1)(2p+3) (2p! ` 


1 M 
Log(n!)-| nt — }Logntn Log(n!) 
III/1/ Vn € IN*;e'—e 2 -—e — er = nl en 
Log] n°? | n 2 
C 
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2 
à ( p! . 2 (p!) e2P . 
2/ erta = (e"*) = pr pr 


(2p) (2p}+2 ` (2p) (2p}+4 ` 
. (pO?Qp)UP PD 2p? 2p 
Ñ PGRI p“ (2p)! 

_ 42 (2p)? _(2p+1)(2p+3) 2 (2P. p!)? 
JP Gr) V2 Jp (2p + 1)(2p +3)  Qp)! 
_ Qp+1)(2p+3) 

qs 


3/- lim u% =lim up =L=lim e?» = e?L-L = eL car la fonction 


pto pot poto 
REG est continue sur IR en particulier en L. 
. lim (2p t 1)Qp T 3) X V3p -lim (2p + 1)(2p S x (2p) Z va, 
eem 424p peie 42 Jp (2p)? 
x (2p+1)(2p+3) 
E a 


2 
p 


X V2p- 


poto 


Ainsi et = /2x = L = Log42n. 
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BAC 1800 SESSION DE CONTROLE 


On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 à 6. Ce dé 
est truqué de facon qu'à chaque jet la probabilité d'obtenir un nombre pair 
soit égale au double de celle d'obtenir un nombre impair et que toutes les. 
faces portant des nombres pairs sont équiprobables ainsi que les 
faces portant des nombres impairs. 
1/ On lance le dé une fois et on désigne par p la probabilité d'obtenir un 
nombre impair. 
a- Calculer p. 
b- En déduire la probabilité d'obtenir le nombre 1 et celle d'obtenir 
le nombre 2. 
2/ On lance le dé trois fois. Calculer la probabilité de chacun des 
événements suivants : 
a) On obtient deux fois et deux fois seulement le nombre 2. 
b) On obtient au moins deux fois le nombre 2. 


Le plan P est rapporté à un repére orthonormé direct (0, d; 9»). 
1/ Soit g l'application de P dans P qui au point M d'affixe z associe le 
point M’ d'affixe z' tel quez' = ü - i43 )z LU +i) 43. 
Déterminer la nature et les élements caractéristiques de g. 
2/ Soit, dans le plan P, l'homothétie h de centre O(1,—1) et de rapport i 
On pose f-h » g . Déterminer la nature et les élements caractéristiques de f. 
3/ Soit D la droite dont une équation est y = x. 
Déterminer et construire l'image de D par l'application f. 


PROBLEME | 
: 


Soit P un plan rapporté à un repère orthonormé (o. ij ) et A la droite 


d'équation y = x. 
A) Soit f la fonction numérique à variable réelle définie par n cg( ax) 
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et (C) sa courbe représentative dans le repère (o. i; "m 
1/ Etudier les variations de f. 
2/ On désigne par ọ la fonction définie par o(x) = f(x) — x. 
a- Montrer que l'équation p(x)=0 admet deux solutions 0 et a avec 
1«a < 2. 
b- Déterminer les positions relatives de (C) et A. 
c- Tracer (C) et A dans le repère (o. d; d 
3/a- Montrer que f admet une fonction réciproque f ! dont on tracera la 
courbe (C') dans le méme repère. 
b- Calculer f! (x) pour tout réel x. 
c- Calculer, en fonction de a, l'aire du domaine limité par les courbes 
(C) et (C^) et les droites d'équations respectives x = 0 et x—a. 
| uo = 1 
Un = f(un), Vn e IN 
a- Montrer que Vn € IN, 1 < un < a. 
b- Montrer que (un ) est strictement croissante . 
c- En déduire que (u,) est convergente et trouver sa limite. 
B) Dans cette partie n désigne un entier naturel tel que n Z 2. 
Soit fa la fonction numérique à variable réelle définie par : 
fa (x) = Log(1 + nx) et (Cn) sa courbe représentative dans le repère 
>- 
(o, 71 
1/ Montrer que Vx e]1;,+o0f, 1 — l - Logx < l(x- +). 


4/ On définit la suite (un ) par : 


X 
2/ montrer que l'équation fn (x) — x=0 admet deux solutions ( on notera 
ga la solution non nulle ). 
3/a- Montrer que Log(n) < a, < 2Logn. 
b- En déduire que Log(n) < da < Log[1 + 2nLogn] 


c- Calculer lim 2 
n+ Logn 


4/ Soit l'application du plan P dans lui-même qui, a tout point M, 
associe le point M’ barycentre des points H et M affectés 
respectivement des coefficients (n — 2) et 2, où H désign le projeté 


orthogonal de M sur (0.1). 


a- Déterminer l'expression analytique de ®. ( j'ai changé cette 
question pour qu'elle soit dans le cadre du programme actuel ). 
b- Montrer que D((C2)) = (Ca). 
Crau ( question éléminée car une telle fonction d 
n'est pas etudiée dans le programme actuel ). 


ELMOUFID Page : 18 Livre : 32 Bac. 


e 
UNE CORRECTION DU : BAC 1990 SESSION DE CONTROL 


UNE CORRECTION POSSIBLE 


1/a- Nommons P l'événement : obtenir un nombre impair. 


—RPTES3 
Nommons Q l'événement : obtenir un nombre pair. 
= (046 


D’après l'énoncé p(Q) = 2p(P) = 2p. 

Or l'univers Q = PUQ 

et comme de plus P N Q = Ÿ alors p(Q) + p(P) = p(Q) = 1 
= 2p+p= 1 epi 

b- On a p(P) = p(417) + p(435) + p(4557) 
Comme p({1})=p({3})=p(45}) alors 3p((1))-- e» p((1)-1 
` p(Q) = 2p(P) = 24 
D'autre part 24 = p({2}) + p({4}) + p({6}) 
Comme p({2} )= arai p(<6}) alors 3p(2))-4 e pQ)-2 


2/a) Soit X la variable aléatoire qui à chaque lancer associe le EE 
de fois ou on obtient la face portant 2. 
Comme les répétitions sont indépendantes alors X suit une loi 
2 


Binomiale de paramétres n — 3 ( nombre des répétitions) et H 
( la probabilité de l'événement compté par X). 
Or l'événement dont on veut A GN sa probabilité est (X — 2). 
72) Ë 02 4AL2 
e -5*c( Jes cue ape igi 2 
b) l'événement de cette Rs est (X > 2) 
p(X > 2) = p(X- 2) + pQX- 3) car (X = a N (X = 3) = 


i A96 2) UE EET. (2 )- 27 


a-1-i/3 


1/5 : MG) — M'(z') tel que Z = az +b avec 
g : M(z) (z ) tel q ere 
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a f (- 48) 2 et 


D'où a = 2e 3. 
Aeon. CDS. _ (ri zu 
1-a 1- (1 -i43 3377 [BEI 
D'aprés un théoréme : on conclut que g est la similitude directe de 
centre le point Q d'affixe (1 — 1), de rapport 2 et d'angle "o 


2/ h est l'homothétie de centre Q et de rapport i 


= h est la similitude directe de centre Q, de rapport + et d'angle 0. 


cos[arg(a) ]- e arg(a) = — [2x] 
3 


bad 


sin[arg(a) |-—5 


. De plus g est la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle 
- 3 donc f-heg est la similitude directe de centre Q, de rapport 


To > -T= 
2x5 = 1 et d'angle 0+( £) 


Par suite f = h < g est la rotation de centre Q et d'angle e 
3/ Les deux points O(0) et A(1 +1) sont dans D 

D'où D=(OA). 

Par suite f(D) = f[(0A)] = (O'A') avec O’=f(O) et A'-f(A). 

- f est la rotation de centre (1 — 1) et d'angle E 


= f: M(z) + M'(z') tel quez' = eit za (1 - e?5 Ja -i) 


Ainsi O(0)  O' (zy) avec zy = e ^3 x 0 ( - e? Ja —i) 
EE H H 431 


2 2 
AQ +i) Š A'(zx) tel qiez, = e 3 (1+i)+ (1 -e3 Ja si 
=1l-i+i+3 = 1+ 3. 
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PROBLEME | 


A)1/ Désignons par D le domaine de définition de f. 


xeED &1+2x>0 S 2x>-] ex» + 


D'où D=] - d : +oof. 
La fonction (x — 1+2x) est dérivable et strictement positive sur D 
= f: x — Log(l + 2x) est dérivable sur D. 
+ — d. E = 2 
Vx €] z: ve f (x) EE >0 
D'oü le tableau de variation de f 


lim f- lim In(142x)-—oo 
Ci) C2) 
lim f =lim Log(1+2x) = +% 


+00 x—>+0 


2/a- la fonction ọ : x — ọ(x)=f(x)-x est dérivable sur D=]- + ;+oo[ 
cbe C H A l-2x 
Vx €] > ;*oo[; 9 (x) = f'(x) — 1 DR 1 Y 


D'où signe de Q' (x) est celui de (1 — 2x). 
Ce qui permet de drésser le tableau de variation de 0. 


im, . PR) = lim [f(x) — x] = —0. 


ce Co €0y 


Loro. à Log(2 ++) 


+ lim Q(x) -lim IRC epe 
X00 
x p est come et strictement croissante sur | — l il 
=> q réalise une bij. de] — D 1j sur] — œ; ln2 — lj qui contient O 
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= [l'équation p(x) = 0 possède une seule solution dans LA ij 


Or p(0) = Log(1 +2 x 0) — 0 = 0 alors cette solution est O 
* o est continue et strictement décroissante sur [1 +oo[ 


= 9 réalise une bijection de L l dans] -;In2- 1] > 0 
=l équation (x) = 0 possède une seule solution a dans [-}; ^o 


Bilan : l'équation (x) = 0 admet deux solutions 0 et a 
& ọ(1) x p(2) = mno [In5-2] «0 —^1«a«2 


b- f(x) —-x = ọ(x);, Vx €] - l >: +. Or d'aprés le TV de 6 ona: 
X : -1/2 0 x +00 
signe (x 


Traçage de (C) et A 
lim , f = —œ = la droite 
(3) 
1 


d’équation x = -5 est une 


e 
1 


asymptote verticale à (C). 


: lim £—o et lim om 


+00 X—>+400 


1 
toe( 2 ) 
=lim [$] 


x—> +0 


— (C) admet une branche 


parabolique infinie de direction (x'Ox) au voisinage de +o. 
3/a- fest continue et strictement c sur D=] — PX taol 


U 
— f réalise une bijection de D=] — loe dans f(D)-] — oo; +o0[ 


Donc f admet une fonction A f-! de courbe (C') 
+ D’après le cours (C') = SA((C)). 
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b- Soit x € f(D) =] — œ; taol 
PTG =Y e WW <N e Log(1 +2y) =x 


æ 1+2y = e* Poe =} 


BAC 1990 SESSION DE CONTROLE 


Ainsi Vx €] —oo;--o[;f (x) = 4 > e* — 2 
c- Désignons par A, l'aire, en unité d’aire, de la partie du plan limitée 


par les courbes (C) et.(C') et les droites d'équations respectives 
x = 0 et x-a. 


>Å = LG) —-f(x))dx (car (C) est au dessus de A 
sur [0,a] => (C') est au dessous de A sur [0,a]) 
E L [EL x _ 1 
= IR Log(1 + 2x)dx — f (Xe — l)& 
u'(x)-1 = u(x) = x 


v(x) = Log(1 + 2x) s v(x- 


os 
= [xLog(1 + 2x)]2 - [^ —X— dx -lie -x]: 
AE ne 
= "ZN LLL EE 
= aLog(1 + 2a) - f ro de le aq — 1) 
Or f(a) = a €» Log(1 42a) = SN l +20 = e 
OT: I6 Z Dr 
Arca INL A Jéx -1 Les u-1) 


em ES E T zal 0. n 
=q [x L Log(1 a > (et —a — 1) 
- a? -a+ Log +20) - L(e* -- 1) 


=0 + TLogü * 2a) — Le-les T =0 -a 
4/a- - uo = 1 € [1;a[ = la proposition est vraie pour n = 0. 
* Soit p € IN. Supposons que 1< u,<a; montrons que 1< up+ <a. 
1 € up<a €» f(1) x f(up)<f(a) car f est strictement / sur D. 
Or f(1) = Log3 > 1 et ta) = a d’après 2/a- 
D'où 1 < f(u,) < f(a) =a & 1 <upu < 0 
Conclusion: » et». > Vn e IN, 1 < uw < 0. 
b- Vn € IN, Uns — Un = f(Uun) — Un.= P(un) > 0 
( car p(x) > 0; Vxel[l;al[) 
D'où Vn € IN, Un+ > Un 
€» (un) est strictement croissante sur IN. 


(un) est strictement / sur IN 
(un ) est majorée par a 

Posons L la limite de (un). 
Comme Vn € IN, 1<u, < aalors 15 L < a. 
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pus 7 Kui) = L est solution de f(x) = x 

f est continue en L | 

Or f(x) = x f(x) —- x = 0 

= px) = 0 x=0 ou x=a 
D'où L=0 ou L-a 

Par suite L=a car 1< L < a. 
B)1/ @ la fonction y(x) = 1 — l — Logx ; Vx €]l;+00[ 
| y est continue et dérivable sur ]1;-+co[ et Vx ell: tool: 

=> y est continue et strictement décroissante sur ]1; -oo[ 


svib aE ln y(x); lim vof- lnm vcoso[ 


XLT 
D'où Vx ell tew) < 0 & Vx €]l; +f; 1-L-Logx < 0 


ne Le c oim 


E Soit la fonction $(x) = Logx — l(x- À): ; Vx ell, eol 
d est dérivable sur ]1; &oo[ et Vx €]1; tel, 


p=- -l -2x +x+l_ Ne, 
X 2 2x? 2x? 2x? 
Donc 6 est strictement décroissante sur ]1; -oo[ 


— e]; ref tin lim. l: lim of- ln $Go;o[ 


x—1* 


— Vx ees aco = = e F l) «0 


c Vx ell: taol: Logx < + a 


Hana : e zu 
Bilan : Vx €]1;+c0[;1 -$ < Logx < 4 l(x L). 
2/ Soit la fonction Ọn définie par ọn (x) = fa(x) — x. 
Désignons par D, le domaine de définition de ọn. 
xe D, e 1«nx»0 e x» -. 
D'où D, =] - d. 
Pa est dérivable sur D,-] — L, ;+oo[ et o, (x)= 


Pus s 1 - nx 
D'où le tableau de variation de pn 
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+ lim Pn@) = lim , LGT - x] = -00. 
xoci 


xo 


- lim Q,(x)- lim [x( ——-1)]-»-e. 
X—++00 X—>+00 
* Oh est continue et strictement croissante sur ] — L, nl), 
= n réalise une bijection de] — i. ET L sur] —o;Inn - nl 


qui contient O car Inn — H à L 2inn-14 L > 0 d'aprés B)1/. 
D'où l'équation Qa (x)=0 possède une seule solution dans ] — l. 2-1) 
Or ọa(0)=Log(1+n x 0) — 0 = 0 alors cette solution n'est autre que 0. 


* Qs est continue et strictement décroissante sur L.H rA l ;-Foo[ 


= Q réalise une bijection de [2L l sur ]-oo; In n. HL > 0 
>l’ équation p,(x}=0 possède une seule solution a, dans [AL -Foo[ 
Bilan : l'équation p,(x) = 0 admet deux solutions O et an. 


3/a- + Pa(Log(n)) = Log[1 + nLog(n)] -Lc:n 


1 +nLog(n 
= Log| Heet g(n) | = Log| 4 + Log(n) | 
Or Vx ell: +00; 1 — l < Logx & Vx €]l;4o[; 1 < Logx4-l- 
Donc Vn e IN*\{1} ; 1 < Logn + + 
= Vn € IN*\{1} ; ph(Log(n)) > 0. 
+ Qa (2Log(n)) = Log[1 + 2nLog(n)] - 2Logn 
=Log[1 + 2nLog(n)] - Log(n?) 
» Los] 1+ cg ] " Log] -4 " 2bosQ) ] 


Or Logn « t(n- l) c 2Logn < 1— L 


n 
2Logn 1 2Logn 1 
c n <l- E c ED T «1 
Ainsi o < 2L980. 4 L < 1 d'où o, 2Log(n)) < 0. 
n | 
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Par suite Q4, (2Log(n)) < Paan) < pA(Log(n)) 
= Log(n) < a, < 2Log(n) car Pn est N sur [Log(n), 2Log(n)] 
b- - déjà Log(n) < an. 
+ da < 2Logn €» fuga) < f.(2Logn) 
( car f, est / sur D, puisque f, (x) = i m »0) 
€» a, < Log[1 + 2nLogn] car fi(an) = a. 
Conclusion : Log(n) < a, < Log[1 + 2nLogn]. 
vn > 2;Log(n) < an < Log[1 + 2nLogn] 
An Log[1 + 2nLogn] 


C- 


ENN E T Logn 
1 
Log[1 +2nLogn] .,. Log] n1 + 2Logn) ] | 
C] lim —————————- -lim —— —- 
"e Logn n4 Logn 
Log[n] + Log] 1- + 2Logn ] 
-]im 
n=>+0 Logn 
. Log| + + 2Logn | l + 2Logn 
=lim | 1+ 1 L 
no + + 2Logn ogn 
1 
Log| + +2Logn 
=] +lim isena! xlim | dl 0 
gm i t 2Logn noo ogn 


( on pose: x-l +2Logn — +00 quand n ^ +0) 


LogX x2 —l. 


= ] +lim 
X>+% 
vn»2:] «45 « Log[1  2nLogn] 
Logn Logn 
lim Log[l +2nLogn] _ 1 
Logn 


n->+00 
4/a- Soit M(x,y) un point d'image M’ (x',y') par ®. 
=> 
M(x,y) donc H(0, y) est le projeté orthogonal de M sur (o. j ) 
M’ (x',y')} barycentre de H affecté de (n-2) et M(x, y) affecté de 2 


—À P 3 
c (n-2)HM'+2MM = O 


Ün |. 


= lim 
ne Logn 


(n - 2) -0) - 2(x' -x) = 0 x Ax 
(n-2)y'-y)*2(y -y) = 0 y =y 
; | nd x = 2x 
Ainsi : ® : M(x,y) —M'(x y) tel que 
U = y 


b- Soit M(x,y) un point d'image M’ (x',y') par ®. 


ELMOUFID Page : 26 Livre : 32 Bac. 


UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION DE CONTROLE 
M(x,y’) € D((C2)) = Mes y) € (C2) 


xeD ` X > + i 
< = 
y = £09) y = Log(1 * 2x) 


Lo 2 X = Ry’ 
Ong PTE uu 2' Ainsi 
y =y y-y 


n x > ] ! 

I 2 2 x € Da 
M'(x,y) e ®((C2)) © e4 * 
y-Log(1322.x) ÿ'=fa(x) 
eM'(x.,y) € (Ca). 

Conclusion : D((C2)) = (Ca). 
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| EXERCICE 1 


On considère, dans un plan orienté, un triangle équilatéral ABC tel que 


——— 
(aB,ac) = x [2x] et le cercle (©) circonscrit à ce triangle. On 


considère les cercles ( &') et (€) de méme rayon, de centre respectifs B 
et C et tangents extérieurement l'un à l'autre. 
1/ Soit M un point du cercle ( &') et M? le point du cercle ( 2") tel que 


T arguere 
(BM. CM!) = Fr]. Montrer que la médiatrice du cegment [MM'] 
passe par un point fixe que l’on précisera. 

2/ Le point M se projette orthogonalement en H sur (AM"); déterminer 
l'ensemble des points H lorsque M décrit (&'). 
Construire cet ensemble. 

3/ Soit D le point du cercle (©) diamétralement opposé à A et M" l'image 
du point M’ par la rotation de centre D et d'angle dont une mesure est 
2n. Montrer que M et M" sont deux points diamétralement opposés 


du cercle ( €& ). 


Un sac contient sept jetons indiscernables au toucher et repartis comme 
suit: quatre jetons blancs numérotés 1,2,2,2 et trois jetons noirs numérotés 
1,1,2. 
1/ On tire successivement et avec remise trois jetons du sac. 
a- Calculer la probabilité d'avoir trois jetons blancs 
b- Calculer la probabilité pour que parmi les trois Jetons tirés il y en ait 
deux seulement portent le numéro 1. 
2/ On remet tous les jetons du sac et on tire de nouveau et successivement 
trois jetons de la maniére suivante : 
- Si le jeton tiré porte le numéro 2 il est remis dans le sac. 
- Si le jeton tiré porte le numéro 1 il n'est pas remis dans le sac. 
a- Calculer la probabilité d'avoir trois jetons blancs. 
b- Calculer la probabilité pour que deux seulement des trois jetons 
tirés portent le numéro 1. 
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N.B: Toutes les probabilités seront calculées à 0,01 près. 


PROBLEME 


x+2+/x2+4x 


Soit f la fonction à variable réelle définie par T: x — Log 2 


A/l/a- Montrer que le domaine de définition de f est IR*. 
b- Etudier les variations de f sur IR*. 
c- Tracer sa courbe représentative (C) dans le plan rapporté à un 
repére orthonormé (0:7:7 à 
2/a- Soit y un réel strictement positif. Résoudre dans IR* l'équation en x : 
e* +e*-2 = y. 
b- Montrer que f admet sur IR* une fonction réciproque g, et déduire de 
ce qui précède l'expression de g(x). 
B-1/ Soit h une fonction numérique à variable réelle, dérivable et strictement 
monotone sur un intervalle I. 
a- Montrer que h admet des primitives sur un intervalle h(I). 
b- Soit H une primitive de h^! sur h(I). Démontrer que Hoh est une 
primitive sur I de la fonction x — xh'(x). 
c- Soit (a, B) un couple de I?. Déduire de ce qui précède que 
Í HPI h-1(t)dt = f "Od 


h(a) 
2/a- Calculer (0) et t( 22^ ). 
b- En déduire l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les 


"MEE -1)° 
droites d'équations x = AE. ety = 0. 


C-1/a- Montrer que Vx € IR*, ona Log(x + 1) < f(x) € Log(x +2). 

b- Soit 0 la fonction définie sur IR* par 0(x) — f(x) — 2 
Montrer que 8 est strictement décroissante sur [1;+co[ et en déduire 
que l'équation f(x) — Ix admet une solution unique y dans ]1,4[. 

2/ On considère la suite (un) em définie par : 
uo = letus = f(2u,); Vn € IN. 
a) Montrer que Vn e IN; un € [1,2] 
b) Montrer que Vn € IN; [ur — Lis lun - ty 


Js 


c) En déduire lim un. 


n-+00 
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NEO DOUTE 


1/ Pour montrer que la médiatrice du cegment [MM] passe par un point 
fixe quand M varie sur ( €) il suffit de montrer que M’ est l'image de 
M par une rotation bien déterminée dans ce cas le centre de cette 
rotation sera dans la méd[MM ']. 


—— —> 


ABC est équilatéral et (^B, Č) = + [27] 
AB = AC 
(Ex) AC) = Æ [21] 


avec R( A) est la rotation de centre A et d'angle m 
e 


et comme de plus ( €) et ( &") sont de méme rayon 
—R KE) = (67) 

(5$) » 
Posons M; = R M). 

(=$) 
-Me (@) >M: e ('). 
M =R (M)etC - R (B) 
BOUM 

ss (BM, cm) 2E Py 
Signifie que (BM. cw") + LO.) = a [2x] 
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E TA N 
— 
e Ee (ew cur) e Æ [21] = (CM. CMT) = 0 [27] 


Ainsi 
Mi € (&") 
M' € (&") = Mi EN M 
LO Mi) = 0 [2n] 
Par suite Rn D = M = AM = AM & A € méd[MM ']. 
'3 


2/ R (^ Ed Jes =M' e» AMM est un triangle équilatéral direct 
'3 


D'où H, projeté orthogonal de M sur (AM), est le milieu 


de du segment [AM ' ]. 
AH = 4AM 

Par suite E NN €» H = SM). 
— —À3 


AM AH) <. [21] 


avec S est la similitude directe de centre A, de rapport i et 
> T 
d'angle 3 
H = SM i M : " 
| X ) € H décrit (6&4 )2S(( &)) le cercle image de (&') 
M décrit (©) 
` Construction de (6). 
+ (©) est de centre S(B) = Bi le projeté orthogonal de B sur 
(AC) car C est l'image de B par MOS iy 
- (&) et (©) de centre respectifs B et C et tangents exterieurement 
l'un à l'autre d’où le rayon de ( 9) est + BC. 


Donc le rayon de ( &) est + x lnc car S est de rapport d. 


2 
M= „\(M') =R n oR, RAM). 
NUR O a) (4900 
Or Ri S o R( a) est un For d'angle Æ +4 =r 
D'où R( D) o RIS est une symétrie centrale . 


e G rM £j(B) 
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SRE RER 


= Ro, 2 H car DB-DC et (D&.pC) E 2n [21]. 
P i T o 35 NS 
ar suite B est le centre de di ; 2 ) Rc 4 ) 


Ce qui donne M”=Sg (M) et comme de plus M e (®©) alors [MM"] 
æst un diamètre de (€) qui est de centre B. 


1/a- Désignons par A l'événement : « Obtenir trois jetons blancs ». 


43 _ 64 
PO T =i e UIS 


b- Désignons par B l'événement : « Obtenir trois jetons dont seulement 
deux jetons portent le numéro 1 ». 
2% 
pB) = C272 - 19 s 031 
( C$ compte le nombre de choix de place des deux boules portant 1) 
2/a-Soit B; l'événement «Obtenir une boule blanche portant le numéro 
1 lors du tirage d'une boule ». 
f.f. est l'abréviation de forme favorable 


f.f. pour réaliser A 
| B; puis B? puis B2 22i | : 
B; puis B? puis B2 142 
B; puis B; puis B2 Ili 
B; puis B? puis Bi iil 
SPAG Fr EREA A RH |o 


b- Soit © désigne une boule portant le numéro i 


Les cas favorables pour réaliser B sont : 


OTT. (099) « 00) 


par suite p(B) — 2f 3 2 2.2322 = 214 40 29 
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x2+4x2>0 
x eD e 
x+2+ 4x? +4x > 0 
X -C0 -4 0 +0 
signe(x?+4x) + = + 


=> x? +4x > 0 &x<-4 ou x20. 
+ Pour x > 0ona: x+2+4x?°+4x > 0d'oüVx > Oona x e Dr 
+ Pour x € -Aona x + 2 € —2 par suite 
4x? + Ax 4x42 )( Vx? + Ax — (x - 2) 
RN NN X ) 
(Le +4x — (x 2) 
x?-4x-(x42)  — 
(4x +4x -(x+2)) (4x v Eve 
D’où pour tout x € —4 ona x € Dr. 
Bilan : D; = IR" 


b- x la fonction qui à x — x? + 4x est dérivable et strictemnt positive 
sur IR? — la fonction qui à x 9 yx? + 4x est dérivable sur IR*. 
2 
Vx2+4x + Lx 
GROS DEA est dérivable et strictement 


x42 x?44x IE 


positive sur IR* => la fonction f : x — zi 2 


= la fonction qui à x ^ 


dérivable sur IR. 


& Etudions la dérivabilité de f à droite en 0. 
xe Ix?44x | 
2 


Log| 1+ 
li fx) 0) EO) cuins z 
x20* AS x20* 
xx dx xe x3 rax. 
E TTA icu UE NEP NER 
ipi xt dx244x T 
2 
Len E, 'LosDp X] 
Or lim —— —2——- -lim | LT |- 1 
xoQ* ARS x-0* X 
2 
/ 2 
( on pose xR ; quand x— 0* ona X 07) 
, . kadd  X(+Ÿ/144/x) — 
D'autre part im EC MEE pus nm -= 
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f(x)-f(0) CR UAR IUE 
0 


Par suite lim 

x20* 

@ La fonction à x — x? + 4x est continue et positive sur IR* 
= la fonction qui à x — 4x? + 4x est continue sur IR* . 


JX? + Ax 4x2 


—Loo => f n’est pas dérivable à droite en O. 


=> la fonction qui à x ^ ~ns — est continue et strictement 
2 | +2+/x72+4x 
positive sur IR* — la fonction f : x — Lou] T | est 


continue ur IR+ . 
T 2x44 
24x) ax. 
x+2+4x?+4x — 4x?^44x 
2 


D'où le tableau de variation de f 


e Vx € IR; f (x)= 


è š xi24 x2 4x 
-lim f =lim Loge | 
+00 X-+00 
= +00, 


x14 TES ) 


Lo 
pad dee 
X400 x00 
exui i 
2 Log(x) s. Eoste m 
=lim << |+lim —————,———— U 
X-Foo X->+00 


=> la courbe de f possède une branche parabolique infinie de 
direction laxes des abscisses au voisinage de +00. 
im f(x) — f(0) 
x2Q0* X 0 
tangente verticale au point O(0, 0). 


= +00 — la courbe de f possède une demi 
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y 


Z/a- y € IRI. e*-e*—2zy o e*e* 4 e*e* — 2e* = ye* 
e (e*)?-(2+y)e* +1 = 0 

= X? -(2+y)X+1=0 avec X=e* 

(A=(2+y) -4=y2+4y>0) 


2 y - Jy? * 4y oda 2+y + Jy? +4y 


e Bose DO ou 2 
-Jy^44 +,/y2+4 
- vaa 1 ÈS PRE ) j d R TT ) 
+4/y?+4 +/y?+4 
y edic A ss = ros E fs Ta 
-y^44 225 - /y?+4 
y € IRE. Jua m LL lee Y ous duis t og 


-/y2+4 
D'où la quantité ZL + RE, n'est pas pas dans IR*. 


Conclusion : l'équation posséde une seule solution dans IR* qui est 


x= Loire) = f(y). 


b- f est continue et strictement croissante sur IR* donc f réalise une 
bijection de IR* sur f(IR*)-IR* 
d’où f possède une fonction réciproque g:IR* ^ IR*. 
Soit la fonction V : IR* ^ IR';x > e*+e*-2. 
(0) = e° +e®-2=0 aussi g(0) = 0 car f(0) = 0. 
Sy > 0; V[f(y)] = ef) +e 1%) —2=y d’après 2/a- 
Aussi Vy > 0;g(f(y))=y car g est la réciproque de f. 
D'oü g = Y. 
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B-1/ h est dérivable et strictement monotone sur un intervalle I 
=> h(I) est un intervalle. 
h est dérivable sur I — h est continue sur I 
=> h'! est continue sur h(I) 
=> h™ admet des primitives sur h(I). 


b- H est une primitive de h ! sur h(I) 
= H est dérivable sur h(I) et Vx € h(I) ona R’ (x)= h^! (x). 
Ainsi: h est dérivable sur I et H est dérivable sur h(1) 
—Hch est dérivable sur I 
. Vx € I; (H0 h) (x)-h'(x) x H'[h(x)]-h'(x) x h-![h(x)]-xh'(x) 
Conclusion : Hoh est une primitive sur I de la fonction (x ^ xh'(x)) 


c- Soit (a, B) un couple de I? 


PO h^ dt = HORS = HhG)) -H(h(a)). 


- JË th'@dt = [H »h(0]? = H(h(B)) - H((a)). 
Alors is h^ (odt = T Od 


2/a- f(0) = Log(1) =0 
(ez (pt Ec =2e+1)-f(e! -2 + e )-t(g(1)) = 1. 


b- Nommons A l'aire, en unité d'aire, de la partie du plan limitée par la 
; K -1»? 
par la courbe (C) et les droites d'équations E Cu Du 
1)? 


= Al ° ° Pd) 


et y=0. 


g(1) 


st g'(t)dt car f est la réciproque de g 


- p tg (Ddt = f. , Ke 7 e dt d’après B-1/c- 
u(t) 2e'-e* =  u(t)=et+et 
v(t) =t =  v'(t)=1 ) 
= [ice elh - f(e +e*)dt | 
=etel-[et-et]} = e+e? -e+e = 4 


C-l/a- Vx € IR" Log(x+1) € f(x) < Log(x +2) 
x+2+ 4x? + Ax 


i 0 —— — SUE 


Or x? < x? +4x < x? c Ax +4 = (x - 2)? 
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€» x € yX? +4x € x42 €» 2x42 € x42 4 x? + Ax. € 2(x+2) 
XE + 4x 


<> X LL < X x2. 


b- 0 est dérivable sur [1;--oo[ ( somme de deux fonctions dérivables ) 


A e [1: -Q' =f sl + Ñ 
Vx € [1;+00[;60'(x) = f'(x) 5 R 
& x € [1;4o[- x? L 4x > 4 
eo JZ Ax >28 <l 
4X? + Ax 2 
D'où 9'Q)-—— L1 < 0 = 8 est strictement N sur [1; eol 


Jx? + 4x 
0 est continue et strictement N sur [1;4], 0(1) « 0,46>0 et 0(4) = —0,24«0 
=> [l'équation 0(x)=0 possède une seule solution y dans ]1, 4[. 


2/a) - uo = 1 € [1,2] = la proposition est vraie pour n = O. 

x Soit pe IN. Supposition que u, € [1,2]; montrons 

que unu € [1,2]. En effet 7 

l <up <2S2<2u <4 

«€» f(2) < f(2up) < f(4) e f(2) € upa x f(4) 
Orf(2) > Log(2 + 1) = Log3 > 1 car3»e. 
aussi f(4) € Log6 < 2 car6< e?. 

D'où 1 < upı €2 donc la supposition est vraie à l’ordre p+1. 
Conclusion : - et x > Vn € IN;u, € [1,2]. 


1 < x? < 16 
b:lzxz4- J 


alors 5 < x? + 4x < 32 
€ 4x € 16 


D'où vx € [1,4]; f (x)| < = 


Ainsi 
f est dérivable sur [1,4] 


vx e [1,4]; f] € T 


= V@y) € (14:6) - fs <N y 
Or Vn e IN;u, € [1,2] > Vn e IN; 2un € [1,4] 
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et aussi y € [1,4] Par suite Vn € IN; ff(2u,) - f(y)|€ Jens — y| 


€ Vn € IN; juan — iv ~i un E Ly. 


c) Montrons par récurrence que:[u,-L-y|« ( > ) luo: i: Yn € IN 
2 4/5 2 


0 
(x) luo — Li 1. [uo — Lre [uo — I — Ja proposition 
est vraie à l'ordre n — 0. | 
; ; 1 F 1 
& Soit p € IN; supposons que [u, — 25 (+) [uo — 5Y 


sud x ES e 
montrons que |up+ı ^ yz ( 2) [uo ^ y|. En effet 
P P 
-tris (2 Take sns KLAZ Tah 
pri 
Or [juga -+ y|- A lue alors lue: ZZ (+) luo — 4| 
2 n 
J5 


M 22i i NÑ = 2 = 
De plus lim (+) [Uo Li | O car m e ]-L1[ 
D'où lim u, = ly 
n-+00 2 


Conclusion : Vn € IN; jun — Lys ( luo — T4 
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-— SESSION 


: (6 points ) 


Soit, dans un plan P, une droite (D) et un point F n’appartenant pas à (D). 

On considère la parabole (T°) de foyer F et de directrice (D). 

U Soit, dans le plan P, une droite (A) perpendiculaire à la droite (D). 
Construire géométriquement le point d'intersection de (A) et (T). 

2/ Soit, dans le plan P, la droite (A') passant par F et parallèle à la droite 
(D). Construire géométriquement le point d'intersection de (A') et (T). 

2/ Soit, dans le plan P, une droite (A") sécante à (D), passant par F et 
non perpendiculaire à la droite (D). 
Construire géométriquement le point d' intersection de (A") et (T). 

N.B : On fera une figure à part pour chacune des questions. 


Hors programme 


PROBLEME 
J :( 10 points ) 


Le nombre n étant un entier naturel, on considère la famille de fonction f, 
de [0,2] dans IR définies par : fo(x) = /xC2 —x) et fa(x) = x" JxQ-x) ; 
Vn > 1. On désigne par C, la courbe représentative de fa dans un plan 
(P) rapporté à un repére orthonormé (o. T, j 
A-1/ Etudier la continuité et la dérivabilité de f, sur [0,2]. 
2/ Montrer que toutes les courbes (Ca ) passent par trois points fixes que 
l'on déterminera. 
3/ Etudier les variations de fa; en déduire que, pour chaque entier naturel 
n, il existe un réel un tel que Ta (un ) est un maximum absolu pour fn. 
f, (Un ) sera noté Ya. 
4/a- Calculer la limite de u, quand n tend vers l'infini. 
b- Calculer la limite de Log(v,) quand n tend vers l'infini et en déduire 
celle de va. 
5/ Tracer, sur une méme figure, les courbes (Co) et (C1). 
B- Soit g l'application de ]0,2[ dans IR définie par g(x) = Log(fo(x)). 
1/ Etudier les variations de g et construire sa courbe représentative (T) 
dans le plan (P). 
2/ Soit h la restriction de g à ]0,1]. Démontrer que h est une bijection de 
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10,1] sur un intervalle J que l’on précisera. 
Expliciter h! (x) pour tout x élément de J. 

3/a- Soit a € ]0,1]. Résoudre dans l'intervalle ]0,2[ l'équation g(x)-g(a) 
b- Soit G-h ^! o g. Déterminer le domaine de définition de G. 


Déterminer G(x) pour x € 0, 2[. 
1+sin8 


+; +] dans IR définie par F,(8) =Í fa (x)dx 
1/a- Justifier l'existance de F, (0). 
ilm 


b- Démontrer que F, est dérivable sur [-& 2 


C- Soit l'application de [-Æ 


] et calculer sa 
fonction dérivée. 


2/a- Déterminer Fo(0) et F1(0) pour 0 € [-£. z ] 
b- Calculer l'aire A du domaine D défini par: 
D-(M(x,y) € (P) tels que 0 < x < Letfi(x) < y < fo(x) } 
3/a- Soit (Co) la courbe d’équation y=-fo(x). Soit (C)-(Co) U (C$). 
oro que (C) est un cercle dont on précisera le centre et le rayon. 
PRT E QE hors programme actuel. 


UNECO E CORRECTION POSSIBLE 


1/ Désignons par M le point d'intersection de (A) et (T). 
—Me(^) (1) 
(A) 1 (D) et M e (A) 
= le point d'intersection H de (A) H (^) 
et (D) est le projeté orthogonal de 
M sur (D) d'ou d(M, (D)) = MH. F 
et comme M e (T) alors MF-MH (D) 
signifie que M € méd[FH] (2) 
(1) et (2) = M est le point d'intersection de (A) et méd[FH ]. 
D'où la construction de M. 
2/ Désignons par M un point d'intersection de (A') et (T). 
= M e (4) (3) 
+ Désignons par H le projeté orthogonal 
de M sur (D) et par K celui de F. 
=> (FK) / (MH). 
D'autre part (MF)-(A^) // (D)-(HK) 
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Ce qui donne MHKF est un parallélogramme. 


ajoutant que MHE = 90° et MH-MF alors 
MHKF est un carré — MF = FK 
€» M € Gr, le cercle de centre F et 

de rayon FK. (4) 

(3) et (4) = M € € rx; N (A). 


D'oü la construction des points d'intersection 


de (A^) et (T). 
3/ Désignons par M un point d'intersection de (A") et (I^). 
—Me(A" (5) 
+ Désignons par H le projeté orthogonal de M sur (D) et par K 
celui de F. — (FK) // (MH). 


ann enn x 
=> MHF = HFK (secteurs alternes internes ). 
D'autre part Me T) > MH = MF 
=> MHF isocèle en M 
P mt — S 
= MHF = MFH (secteurs liés à la base ) 


Par suite MFH-HFK €» (HF) porte 
la bissectrice de [FM, FK] 

Ce qui permet de tracer H qui est 

le point d'intersection de la bissectrice 

de [FM, FK | et (D). 

Par suite M appartient à la 

perpendiculaire à (D) en H (6) 


(5) et (6) perpettent de construire M. 


PROBLEME 


A-1/ - La fonction qui à x 9 x(2-x) est continue et positive sur [0,2] 


fo : x — Jx(2-x) est continue sur [0,2]. 


fa: x x" Ix(2-x) est continue sur [0, 2]. 


- La fonction x  x(2-x) est dérivable et strictement positive sur JO, 2[ 
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= La fonction fo : x — Jx(2-x) est dérivable sur ]0,2[. 
Aussi fn : x — x" Jx(2-x) est dérivable sur ]0,2[.. 
- Jx 2-X : 
- lim foQ) —fo(0) 0 —lim MEM ) —lim ORE s 


x-0* x20* pem x(2-x) E 
— f, n'est pas dérivable à droite en 0. 
dii 5099 O PRE) eiue 
xo2- x-2 x2 (x —2) JxQ-x) 
— fo n'est pas dérivable à gauche en 2. 
D'où fo est uniquement dérivable sur 10.21 
sqm iM FaU). nf - 
Vn Z L k G e (x Kx) ) = Q. 
=> f, est dérivable à droite en 0. 
: f(x) - f(2) | j x" (2-x) —2n4 
: lim [20 OP =lim — ————z——- = 
x-2 xx (x-2) /xQ-x) 0° 
= f, n’est pas dérivable à gauche en 2. 
Bilan : le domaine de dérivabilité de f, est [O; 2[. 


x € [0:2] x € [0;2] 
2/.M(xy)eCin Co e 4 yefi(x) ex 4 yx 2x) 
y = f(x) y=x? /x(2-x) 


x € [0,2] x € [0;2] 


> 


e y-xJx(2-x) = y-x KG) 
x? /x(2-x) = x /x(2-x) x(x-1) /x(2-x) =0 


x = 0 x=1 x=2 
= ou ou 
= 0 e =0 


Conclusion: C, et C2 ont trois points d'intersections qui sont O(0; 0) 
A(1,1) et B(2,0). 
* fo(0) = 0 20(0;,0) € Co. 
xVn 2 1; f1(0) = 0 20(0;0) € Cr. 
*fo(1) = 1 = A(1,1) € Co. 
*Vn > 1; f(1) = 1 = A(1,1) € Ca. 
x fo(2) = 0 = B(2,0) € Co. 
xvn > 1; fa(2) = 0 = B(2,0) € Ca. 
Conclusion : O,A et B sont dans toutes les courbes C,; Vn € IN 


= —00. 


x227 
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Qx-x?) lx 


242x - x? E 42x - x? 


D'oü le tableau de variation de fo. 


y & Vx e J0,2[:f,(x) = 


X Yn > Ll; vx e J0, 20; f(x) = nx! 2x - x? UAE 
2xX—Xx 


, (n4 Dx-2n41 
42x- x? 
=> sig(fi(x)) = sig(-(n + Dx -2n- 1); Vx € 0, 2[ 
D'où le tableau de variation de fh. 


sel 
avec uor HLL et v ( 2ntl ?,2nil.( 2ntl L) ? _(2n#1) 2 
n+l ros ntl nil (n+1)""! 
D’après le tableau de variation de fa on a Vn = E est le maximum 
absolu de fn. 


Aussi le tableau de variation de fo prouve que vi = 1 = fo(1) et le 
maximum absolu de fo. 


l 
nQ + = 
4/a- lim u» —lim Ant n ca 
n->+00 n-«o N n--too nL) T D 


l -l 
MT LI, oup ve 
b lim Log(va) lim Ld (2 TT jJ x (n4 1) | 


mE [ (n + lJLos( Anti - T Log(n + 1)] 


-im [e (A 0 rad) 
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= +00, 


+ limLog(v,) = +0 >lim v, = +. 


n+00 n—+00 


B-1/g :]0,2[- IR;x — g(x) = Log(fo(x)) = lLosxQ —x)). 
x ^ x(2 — x) est dérivable et strictement positive sur ]0,2[ 
donc g est dérivable sur ]0, 2]. 


WE Lai E cE ue E. 


D'où le tableau de variation de g 


X 0 l 2 | 
g) + E | 
gx) Lade 0 Dre 


2/ h=g sur 10,1] = h est continue et strictement croissante sur ]0,1] 
= h est une bijection de ]0,1] sur J-h(]0, 1]) =] — ;0] 
SSoitx € J =] «0l; h'!(x) = y —e]0, 1] 
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e» h(y) =x > Log y)) = x 
€» Log(y(2-y)) = 2x e» y(2-y) = e* 
e -y?+2y-e* = 0 
(A'=1-e* 20 caxx<0O—e*<1) 
-)1-41-e^* cb r41-e* 


s aces ne 2 -1 


= y=1+41-e* ou y = 1- J1- e&* 
Comme y €]0, 1] donc y = 1- J/1— e?* car l+ÿ1-e* > 1 


Par suite Vx € J =] -o;0;h!(x) = 1- 41- e*. 
3/a- Soit a € 10,1]. g(x) = g(a) 


= LLog(x(2 -x)s LLog(aQ - q)) 
€» x(2-x) = a(2- a) e 2(x-a) + (2-0?) 20 
€» (x-a)2-(x-a))-0e»x-aou x-2-a 
Or a € ]J0, i] -1«-as0e1«2-asz2. 
Conclusion les solutions dans ]0,2[ sont : a et 2 — a. 
b-G-2h!eg 
G est définie sur JO, 2[ 
h^! est définie sur J=]-00; 0] => G-h'! e g est définie sur ]0,2[ 
Vx €]0, 2[; gx) € J=] - 00: 0] 
: Vx €]0,2; G(x) = h (gG)) = 1- y1 ec? 
= 1—1- etete) -1— f1-x(2-x) 
LST 2 1- f(x-1 -1-Ix- 1| 
Six €]0,1]; G(x) = 1+ (x-1) = x. 
Six ell,2[; G(x) = 1- (x-1) =2-x. 


C-1/a- fa est continue sur [0,2] — f, possède des primitives sur [0,2] 
Désignons par ¥, la primitive de fa qui s'annule en 0 
=> Yx e [0,2]; Wa (x) = IN (t)dt. 
D'autre part posons u : [-&: z] — IR,0 — 1 +sin8. 
: n.T 
ve e |-4 2573 Z | ona sin e [-1;1] 
€» ve [ 275 ] ona u(0) —14sin0 e [0;2]. 


D'où V0 € [-4. z | ona F,(8) = V, (u(0)) existe. 
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u est dérivable sur [-£: z] 


b- vo e [-2; Z ];u(e) e [0:2] 
Y, est dérivable sur [0; 2] 


= F, = Y, 0 u est dérivable sur [-£: i] 
VO € [-5; z]; F, (0) = u'(0) x V;[u(0)] 


2? 
= cos0 x f,(1 +sin0) 
Sin = 0; F, (0) = cos DJU + sin@)(2 — 1 — stn 07 
= cosðy 1 —sin?0 = cosO|cos0| 
= 2 —R.mT 
= cos*Ü car 0 € | ri] 
Sin > 0; F,(8) = cos0. (1 + sin0)" (1 + sin0)(2 — 1 - sin0) 
= cos?0.(1 +sin6}". 
2/a- V0 € [-£:2 £g (0) = cos?0 e E (-)- f; fo(t)dt= 0. 
— Fo est la primitive sur odes M | de la fonction (0 — cos?0) 


2 


qui s'annule en zs 


vis EI 2d ;Fo(0) = T a cos?tdt = ] l-cos2t dt 
-4 E 


27 
E des NEN: sin 20 Æ 
= 2 tape 2 + + 4 


0 0 
un x pr 4 Sintcos?tdt 
E U$ 


2 
__@ , sin20 ,#x [ Luo]. 
cU e ESI [io]. 
_ 9. , sm20 , x _ L 3 
ro 4 #4 z cos U 


b- A=f (fox) -fi(x))dx = f. fo(x)dx -fi fi(x)dx 


— ba fo(x)dx x [5g fix Jdx. 

= E uU cdm Exc 

APO ANS 3 15 3 
Ainsi A= + u.a. do AE unité d'aire) 
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3/a- M(x,y) € (Co) My) € [(Co) U (C0)] 
M(x,y) € (Co) ou Mex, y) € (Co) 


x € [0,2] x € [0,2] 
ou 

y = fo(x) y- — fo(x) 

x € [0,2] 

y-fo(x)-0 ou y-£o(x)-0 


a d xe [0,2] a J xe [0,2] 
[y-fo (x) ][y+fo(x)]=0 y?-(fo(x))*=0 


x € [0,2] x € [0,2] 
e e 
y?^-2x*x?-0 (-1)?2y?«41 


€» M(x,y) € au cercle de centre ((1; 0) et de rayon I. 
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LL 1992 SESSION PRINCIPALE | 


hors programme 


Soit n un entier naturel non nul et f, la fonction numérique à variable réelle 
mI fa(x) = x(Logx)"; Vx > 0 
définie par : e) CERE) 
fa(0) = 0 
1/ Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions fı et f? sur [0, +ool. 
2/ Etudier les variations de f, et f? et tracer leurs courbes représentatives 
dans le plan rapporté à un repére orthonormé (0.1.7 
3/ On définie la suite (un 7 définie sur IN* par un = Í : fa (x)dx. 
a- Déterminer que la suite (un ) est décroissante. 
b- Démontrer que Vn € IN*;u, > O. 
2 
c- Démontrer que Vn € IN*; Um = Ua 


x 2 
En déduire que Vn € IN*;u, € R 
n+l 


d- Déterminer la limite de la suite (un ) quand n tend vers 4o. 


PROBLEME | 


Dans le Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral IBC tel que 


Œr) C1 - 5 i27]. On désigne par (©) le cercle de centre I et de 


rayon IB et E H le milieu de [BC]. La demi-droite [HI) coupe le 
cercle (©) au point A. Soit A’ le symétrique de A par rapport à la 
droite (CI). 
1/a- Montrer que A'C-AB. 
b- Soit R la rotation qui transforme B en C et A en A’. Déterminer 
son centre et une mesure de son angle. 
2/ La droite (CI) recoupe le cercle (©) au point D. On désigne par 
S (sp) et San) les symétries orthogonales d'axes respectifs (DB) et 
(AH). On pose f = San © Smp; et U = Sqgpy(T). 
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a- Montrer que les droites (DB) et (AH) sont parallèles . 
b- Déterminer f(B) et fQ). 

c- Donner la nature de f. Caractériser f. 

d- En déduire que T appartient à ( ©. 

3/ Soit A" l’image de A’ par la translation de vecteur BC. 
a- Montrer que les droites (A'B) et (AC) sont paralléles . 
b- En déduire que A" appartient à (AC). 

c- Montrer que I'A’ = AA". 

4/ Soient J et K les milieux respectifs de [AA'] et [I A"]. 

a- Montrer que les droites (JK) et (AT) sont parallèles . 

b- Montrer qu'il existe un antidéplacement unique g tel que g(A')-A 
et g(I) = 

c- montrer que g(K) = J. 

d- Montrer que g n’a pas de points invariants. 

e- Donner la décomposition canonique de g. 

5/ Soit (E) l'ellipse de foyers I et K et dont la mesure du grand axe 
est 2a — BC. 

a- Montrer que le milieu M de [AI] appartient à (E) et que la 
droite (MJ) est tangente à (E) en M. 

b- Déterminer les sommets de (E). 

c- Tracer (E). 


E EXERCICE 2 


U - lim f; (x) Flim G ]29o-fi(0) 
xo0* 


=> fi est contiüte à droite en O 

+ La fonction qui à x — Logx est continue sur ]0,+c0f 
=> fi: x — xLogx est continue sur JO, aol 

Bilan : f; est continue sur [0, --oo[. 

+ La fonction qui à x — Logx est dérivable sur ]0,+c0[ 
=> fı est dérivable sur ]0,+c0[ 


- lim ho) -lim [Logx] = ~% 


x20* x20* 


=> f, n'est pas dérivable à droite en O. 
Bilan : le domaine de dérivabilité de fı est ]0, +æ[. 
- lim f(x) -im [x(Logx)* ] -hu [ (JX Logx) ] 


xo0* 
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(X=/x; x > 0*5 X20*) 
-lim [(XLog(X2)) ] =lim [(2XLogx)?] 
X20* X-0* 


= 0 = f,(0) => f» est continue en 0. 
+ La fonction qui à x — (Logx)? est continue sur ]O, -oo[ 
=> f» est continue sur ]0,+c[ 
Bilan : f2 est continue sur [0,+cof. 
f(x) 
X 


+ lim —lim [(Logx)? ] = +00 — f» n’est pas dérivable en O. 
x20t 


x20* . 


Bilan : le domaine de dérivabilité de fz est ]O, -oo[. 
2/ k Vx > 0;fi (x) = Logx 4 x l- = Logx + 1 
D'où le tableau de variation de f; 


‘lim f(x) =lim [x(Logx)! ] = +00. 
X->+00 f ( ) Xo-o0 
. 1AX 
: lim TK 
Xe e . . 
posséde une branche parabolique infinie de direction l'axe des 
ordonnées au voisinage de +oo. 


K Vx > 6;f;(x) = (Logx)? * X2 Logx = Logx[Logx + 2] 


-lim [(Logx)! ] = +0 = C; (la courbe de fi) 
X—+00 


‘Jim f(x) =lim [x(Logx)? ] = +% 
X +00 X00 


D'où le tableau de variation de fz. 
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: lim i —lim [(Logx)? ] = +0 => C5 (la courbe de f2) 
X—+00 X00 
posséde une branche parabolique infinie de direction l'axe des 


ordonnées au voisinage de +00, 


me: ; | 
x lim HOD us = C2 admet une demi-tangente verticale en O(0, 0) 
x20* f 
: bs 
x lim LG à => C; admet une demi-tangente verticale en O(0, 0) 
x20* 


y U 


3/a- Vn € IN*; Un — Un = F[x(Logo"" - x(Logx)" ]dx 
= f x(Logx)'[Logx — 1 ]dx 
Pour tout x € [1;e]; 0 € Logx < Loge = 1 
€» Vxe[l;el;Logx — 1 < 0 
De plus Vx e [l;e];x(Logx)" > 0 
Ainsi Vx € [l;e];x(Logx)'(Logx- 1) € 0 
D'oü f x(Logx)"[Logx - 1]dx < 0. 
Par suite Vn € IN*; unm — Un < O 
€» (un ) est décroissante sur IN*. 


b- Pour tout n € IN* ona Vx e [l;e];x(Logx)" > 0 
D'où Vn e IN*; un = y x(Logx)" dx > 0 
c-n € IN*; uni = IR x(Logx)"'! dx 
u’(x) = x > u(x) = tx? 


v(x) = (Log) >»  v(x)= H L (Logx)" 


oarda a — 
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+1 n 
21T (Logx) dx 


zd nn] f[f*1 
ce umi = [ dx? (Logs) i 12% 
e nel 
TL - Un. 


_e _n+1 f° n AER 
> umy 2 f; x(Logx) dx €» Unu 2 2 


+ D’après 3/b-, on peut dire que Vn € IN*;u, > 0 
2 
e Vn e IN; $- - &*ly, > 0 


€» Vn e IN*; L L, < €. vne IN*;u, € e 
2 2 n+l 


= 0 donnent lim un = 0 


2 2 
d- Vn € IN*;0 < un < —— et lim —È 
n+1 n+1 EO 


PROBLEME | 


no-o 


1/a- 
-HB = HC car H=C*B 
= H e med[BC] 
Aussile med[BC] car IB-IC 
D'où (HI) = med[BC] & C = Sim (B) > AC = AB 
De plus A'-Sqc (A) Donc CA' = AC 


Enfin CA’ = AB 


b- Désignons par Q le centre de R. 
RBT = € = OB = QC e Q e med[BC] = (HI) 
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+ R(A) = A' 2 QA = QA' e» Q € med[AA'] = (CI) 
D'où © e (HI) n (CI) = (I 
Par suite Q = I. 
7 LAN 
RB) =C => (Bic) = Z [2x] est l'angle de R. 
Conclusion : R est de centre I et d'angle A. 
2/a- 
(AH) L(BC) car (AH) = med[BC] 
(BD) 1 (BC) car [CD] est un diamètre du cercle (©) 
— (AH)//(BD). 


b- A f(B)-(St ° Sgp))(B)-Sum[SepY(B)]-Suian (B) = C 
A HUT) = (San) ° Sap) T) = SamlSæn)(")] 
= SamI) = I carle (AH). 


c- (AH)//(BD) = f = Sian ° Sp) est une translation. 
Comme f(B) = C alors BC est le vecteur de f. 


— —3À => —+ 
dff)=1æ I - 50 Donc In | = [EC] 

Signifie que H’ = BC = IB ( car BCI est équilatéral ) 
Par suite I e (©) qui est de centre I et de rayon IB 

EE NNNM h —— — —À — —3À 

3/a- (BA. Ac) - (BA. BA) +(BAAB)+(ABAC) [1] 

NR PER. S 

(pé. a3) AB) -0 [n]. 

(ss. a) BA) = LA CA) [n] car (ra? TA) est l'angle au 


centre associé à (BA, BA) 
car R(A) = A' 


h | 
1 HA 
E 
= wa 
a w 
LJ 

r1 

a 

L—- 


—— 
Eu) ic) [n] car (©, IC) est l’angle au 


—> —> 
centre associé à | AB, AC 


LD [m= [n] 


PETES 
Cr 


M 
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D Lt rA 
. RU Rue 
Par suite (BA. AC) = S +0+ ES [1] = O0. [n] 
D'où (BA) // (AC). 


' € (A'B) => A" = tg (A^) € tga[(A'B)] 

p taal (A B)] est la parallele à (A'B) passant par tz«(B)-C 
Donc t-+[(A'B)] = (AC) 

Par suite A" € (AC). 


c-» A" = tse (A^ ) etI = t=(1") donnent T'A’ = IA". 
s (A'A") // (BC) car ne = tga( A) 
Or (BC) 1 (AI) car (AI) = méd[BC] 
D'où (A'A") 1 (AT). 
(A'A")1(AI) 
IA' = AA' car IAA’ est équilatéral 
= (A'A") = méd[AI] — IA" = ATA 
Par suite T'A’ = AA". 


Ala- A"-tz«(A') et ll) > A'A” = TT 
«€» LAT ALU est un parallélogramme 
= A'«I2Ix*A"-K. 
A'xI=K 


= (JK) et (AD) sont parallèles . 
eer (JK) et (AD) sont p 


IA = IA' 


peu Ret (i, (RIN) = 4 £p] 


«€» IAA' est un triangle onc direct 
D'où IA’ - A'A +0 ' 
— il existe un seul antidéplacement g tel que g(A')-A et g(I)-A' 


c- KMI«A' €» g(K) = g(D *g(A) carg conserve les milieux 
€» g(K) = A' «A 
= g(K) - J. 


d- Supposons que g posséde un point invariant alors g est une symétrie 
axiale Par suite g(I)=A' <> g(A')-I €» AH ce qui est absurde 
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D'où notre supposition est fausse 
par suite g n'a pas de points invariants. 


e- Désignons par A l'axe de g et par son vecteur 
Donc la forme réduite de g est Sa » tẹ = ta o SA 
- gA) -A— A*A'-TeMA. 
g1)-A'—IxA'-KeA 
On conclut que A = (JK). 
8 R) =J & (tze SK) =] 
> t(K) =J car K € A 
+ =? 
= U< Kl 


Conclusion : g = Sg) ° tet. 


S/a- E] MK«MI-L-AA' + LIA ca M=1+xAeK=Ix A 


= JA + tia car AA'-AI puisque AA'I est équilatéral 


= IA = IB car À et B sont dans (©) de centre I. 
= BC car BCI est équilatéral. 
= M appartient à l’ellipse (E). 


& On remarque que MK=MI car MK-J-AA' = LIA = MI 


Donc M est un sommet de l’axe non focal de (E). 
M=A + I 


P => (MJ) // (IA')-(IK) qui est l'axe focale de (E) 
=Å + 


— (MJ) est la tangente au sommet M de (E). 


b- Désigons par O-K* donc O est le centre de (E). 

par suite le cercle principal de (E) est de centre O et de 

rayon lnc. 

Conclusion : 

& les sommets de l'axe non focal de (E) sont M et son symétrique 

par rapport à (KI). 

@ les sommets de l'axe focal sont les points d'intersection de (KI) 
et le cercle principale de (E) qui est de centre O et de rayon BC 


c- Voir figure. 
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1/ Soit (P) une parabole de directrice (D) et de foyer F. On désigne par 
Miet M deux points distincts de (P) et par A1 et ^» les tangentes 
respectives en M; et M; à (P). Soit K le point d'intersection de A; 
et A; et I le milieu du segment [MM]. Les points M; et M; se 
projettent orthogonalement sur (D) en H; et Hz. 

a- Démontrer que la médiatrice du segment [H; H2 ] passe par K. 
b- En déduire que la droite (KI) est parallèle à l'axe de (P). 

2/ Dans un plan, on considère deux droites D; et D2 sécantes en O et 
non perpendiculaires. Soit A, un point de Dj MO? et A; un point de 
D; WO). Soit (T) la parabole tangente à D; et D2 respectivement en 
A: et A. 

a- Construire le foyer de la parabole (T°). 
b- Construire sa directrice. 


EXERCICE 2 | (5 points) 
On dispose d'une urne U;, d'une urne U: et d’une pièce de monnaie. 
L'urne U; contient 3 boules blanches et 2 boules rouges. 
L'urne U: contient 4 boules blanches et 3 boules rouges. 
Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 
La pièce de monnaie est truquée de façon que lorsqu'elle est lancée, la 
probabilité d'obtenir “face” soit le double de la probabilité d'obtenir “pile 
1/ Calculer la probabilité d'obtenir “face” et la probabilité d'obtenir “pile” 
2/ On considére l'épreuve suivante : On lance la piéce de monnaie : 
- Si le coté visible est “ face" alors on tire simultanément 2 boules de U: 
- Si le coté visible est “pile” alors on tire simultanément 3 boules de U2. 
a- Quelle est la probabilité d'obtenir une seule boule blanche ? 
b- Quelle est la probabilité d'obtenir au moins une boule blanche ? 
c- Quelle est la probabilité d'obtenir trois boules blanches ? 
3/ On répète l'épreuve précédente quatre fois en remettant à chaque fois 
les boules tirées dans leurs urnes respectives. Soit X la variable aléatoire 
qui prend pour valeur le nombre d'épreuves qui donnent trois boules 
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blanches. 
a- Calculer la probabilité de l'événement (X = 1). 
b- Calculer l'espérance mathématique de X. 


PROBLEME E 


32 - 
Le plan est rapporté à un repére orthonormé R-(o: 1; ] 


(10 points) 


l- Soit ọ la fonction numérique définie sur [0;+00[ par ọ(x) = (x — 1)e*+1. 

l/a- Etudier les variations de 4 et tracer sa courbe représentative (C). 

b- Préciser la position de (C) par rapport à la droite D d'équation y=x 
2/a- Montrer que ọ est une bijection de [0;+c0[ sur [0;+oof. 

b- Construire la courbe représentative (C') de q^!. Préciser sa 

position par rapport à la droite D. 

3/ Soit (un ) la suite définie par: uo = 2 et un = 9! (un) 

a- Montrer que Vn € IN ona w > I. 

b- Montrer que (un ) est strictement décroissante sur IN. 

c- En déduire que la suite (un ) est convergente et calculer lim u,. 


iubeo 


H- Soit la fonction f définie sur [0,+00[ par: f(0)=1 et f(x)- S—— —l si x >0 


1/ Etudier la continuité de f sur [0,--oo[. 
2/ Calculer f (x) pour x >0 et étudier son signe. 
3/ On se propose dans cette question d'étudier la dérivabilité de f en 0. 
Soit h un nombre réel strictement positif et g la fonction définie sur 
h 
[0,+00[ par g(x) = (x —e*+x+ 1. 
a- En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer qu'il existe 


6h 
un nombre réel 0 tel que: 0 < 0 « 1 et gie L T. 


h? 20h 
T deduire dini | 1 gie - zh | 


h-0* 
c- Montrer alors que f est on à droite en zéro. ` 
4/ Construire la courbe représentative (T`) de f. f 
III- Soit la fonction F définie sur IR par F(x) = f, f(t)dt. 
l/a- Justifier l'existence de F(x) pour tout nombre réel x. 
b- Montrer que F est dérivable sur IR et calculer F (x). Etudier les 
variations de F. 
2/ Déterminer lim F(x). 


x-—00 


3/a- Montrer que V x >0 on a : F(x) Z f, tla 
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b- En déduire lim F(x) et lim 


X00 X400 


hors programme. 
liée avec 4/. 


1/a- + Hi est le projeté orthogonal de Mi sur la directrice (D) et A; 
la tangente en M; à (P) => A, = méd[H,F] | 
Or K e A; alors KH: =KF (1) 
Hz est le projeté orthogonal de M; sur la directrice (D) et A; 
la tangente en M2 à (P) => A; = méd[H;F] 
Or K € Az alors KH? = KF (2). 
(1) et 2) => KH; = KH: signifie que K e méd[H: H2]. 
b- Désignons par à l'axe de (P) donc ô est la di nt à (D) 


passant par F => 8 1 (D) (3). 
+ D'une part (MiH;) L (D) aussi (M2H2) 1 (D) 
= MH, H2M,;, est un trapèze. 
+ D'autre part méd[H1H;?] est la perpendiculaire à (Hı H2) 
et passant par Hı + H5. Aussi méd[H1H;] est parallèle à (MiHi) 


car elles sont toutes les deux perpendiculaires à (D). 


Alors méd[H: H2] passe par Mi * M2 = T 
D'où méd[H: H2] = (IK) par suite (IK) est petpendiculamee à 


(HiH2) = (D) (4). 
(3) et (4) > (IK) // à l'axe de (P). 
2/ Désigons par (D') la directrice de (I) et par F’ son foyer 
Livre : 32 Bac. 
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Posons J-À, * A2. 
Nommons aussi h; le projeté orthogonal de A; sur (D') et par hz 
celui de A». 
Donc Di, la tangente à (T) en A1, est la médiatrice du segment [hi F'] 
Aussi D>, la tangente à (I) en A), est la mediatrice du segment [h;F'] 
Ce qui donne F’ est le point d’intersection de la symétrique de (A;hj) 
par rapport à D; et la symétrique de (A5h2) par rapport à D2. 
Or (A2h?) et (Aihi) sont perpendiculaires à la directrice (D') de (T) 
D'autre part et à l'aide de l'étude générale faite en 1/ on comprend 
que (OJ) est parallèle à l'axe de (T) qui est lui méme 1 à (D^) 
= (OJ) 1 (D) par suite (OJ) est parallèle à (A2h2) et (Ahi). 
D'où (Ahı) est la parallèle à (OJ) passant par A: et (A2h2) est la 
paralléle à (OJ) passant par A». 
Etapes de la construction de F’: S 

+ On trace dı la parallèle à (OJ) passant par A: 

+ On trace d! la symétrique de d; par rapport à Di. 

+ On trace dz la parallèle à (OJ) passant par A2 

+ On trace d la symétrique de d2 par rapport à D». 

- F est donc le point d'intersection de d! et d5. 
b- (D')-(hih;) avec hi = Sp, (F') eth; = Sp, (F). 


1/ Désignons par F l'événement «obtenir “face”» et P:«obtenir “pile”». 
Ona p(F) +p(P) = 1 or p(F) = 2p(P) 
D'oü 3p(P) = 1 = p(P) = i 
par suite p(F) = 2 
2/a- Nommons A l'événement « obtenir une seule boule blanche ». 


BE LLAMAR MD MNIOCH NE t capa cr cden Ud Hd iMd NSE dM RR DUM 
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=> A = (FNA)U(PNA). 
=> p(A) = pP n AT L pP nA car(F1 A) (PA) - 0 
€» p(A) = p(F). p( A/F) + p(P). p( A/P). 

_ 2 CixCib,1CixCi _ 18 
3 - oc 3.0 35 
b- Nommons B l'événement « obtenir au moins une boule blanche ». 

— B l'événement « obtenir zéro boule blanche ». 
p(B) = p(F). p(B/F) + p(P). p(B/P) 
2 H €. B 


= x 


3^10 3 c3 105 
i md ERR n o a 7 9 
Par suite p(B) = 1 -p(B) = 1 105 105: 
c- Nommons C l’événement « obtenir trois boules blanches » 
p(C) = p(F). p(C/F) + p(P). p(C/P) 


u$ pad lu 
E ugs: 


3/a- X: 4 répétitions — nombre de réalisation de C. 
Comme on remet les urnes à leurs états initiales alors les répétitions 
sont indépendantes . 

— X suit une loi Binomiale de paramétres n — 4 et p-p(C) 10s 


1 4-1 
D'où pX < 1) = Le T (17 368) 
_ 16 (101 Y _ 16484816 x 0.136 


105 \ 105 121 550625 
b- E(X) = np = 4x -4 = 16 


105 105: 
PROBLEME | 


I-1/a- ọ est dérivable sur [0; --oo[ 
+ Vx € LU: 4o; o (x) = e* + (x - 1)e* = xe* > 0 
- lim ọ —lim [(x - 1)e* +1] = +o. 
+00 


X—+00 


. x) ET PEE 4 
; lim R K Ij J= — (C) possède une 


branche parabolique infinie de direction l'axe des ordonnées.au 
voisinage de +œ. D’où le tableau de variation de ọ 
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b- Soit x € [0;4o[; o(x) — x=(x — 1)e* +1 - x = (x- Lle - 1] 
Or pour x > 0onae* > ef —]1 & -1 » 0. 
D'où sig(o(x) — x) = sig(x — 1); Vx € [0;+00[ 
Ce qui permet de drésser le tableau de position relative suivant: 


signe(P (x)-x 
position relative 


(C) est au dessus de D(C) est dessous de D 


2/a- q est continue et strictement croissante sur [0; oo[ 
=> q est une bijection de [0; -oo[ sur ọ([0; -oo[) = [0; taol. 
b- (C^) est le symétrique de (C) par rapport D:y = x. 
+ Sur (0; 1] on a (C) est au dessous de D donc (C') est au dessus 
de D. 
- Sur [1;+œ[ on a (C) est au dessus de D donc (C') est au 
dessous de D. 
3/a- + uo = 2 > 1 = la proposition est vraie pour n = Q. 
x Soit pe IN. Supposons que up > 1; montrons que unat > 1. 
up > 1e» 9 (uj) > 97 (1) 
( car 9! est strictement 7 sur [O,--oo[ puisque ọ est strictement 
croissante sur [0,-oo[ ) 
zun > ] car (1) = 1 puisque p(1) = 1. 
conclusion : -et x => Vn e INonau, > 1. 
b- On a (C') est au dessous de D:y-x sur [1;+0[ d’après 2/b- 
=> Yx e ]l;+œ[;ọ! (x) «x 
Or Vn e INona un € ]1;+0[ alors Vn € IN ;9 ! (un) < ua 
€» Vn € IN;ua < Un. 
Par suite (un ) est strictement décroissante sur IN. 
c- (un ) est strictement décroissante IN et minorée par 1 sur IN 
= (u,) est convergente. . 
Posons L la limite de (un). 
Comme Vn € IN;u, > 1 alors L«lim un > 1. 


n+00 
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Un = Q(u,); Vn € IN et 9^! est continue sur [0,+0[ qui 
contient L — L est solution de l'équation q^! (x) = x 
€» L=0 ouL-1 caro !(x) = x possède deux solutions 
qui sont 1 et O. 
>L-=l. car L=lim u, > 1. 
noo 
II-1/ - lim f(x) =lim E L = f(0) = f est continue en 0. 


x20* x0* 


x €* — ] est continue sur ]0; &oo[ | 
1 — f est continue sur IR? 


X — x est continue sur ]0; +o[ 


Bilan : f est continue sur [0,--oo[. 
2/ Yx > 0;f' (x) = LE CD - e Ue L) pCx) 
X X 


2 M 2 
Vx > 0; ọ(x) > 0 = Vx > O;f'(x) > 0. 
3/a- he IR*. La fonction g est dérivable sur [0,--oo[ 


X 
y 0 egl p e^ -l-h 2 x 1 
x € [Doig = (1-5 )(2x) - e + 
- g est continue sur [0, h] et dérivable ]O, h[ 


=> il existe un réel c € JO, h[ tel que g'(c) = gh) -g0 
Or g(h) = (SR ne ehhe 0 (0) 0 


D'où g'(c) = 0. 
Soit la fonction $ :]0, 1[2 IR; x — hx. 
On a $ est dérivable sur 10, 1[ et Vx €]0,1[;4 (x) = h» 0 
— 0$ est strictement / sur ]0, 1[ de plus à est continue sur JO, 1[ 
= (réalise une bijection de ]0, 1{ sur $(10, 1[) =] lim $,lim ọ[ 

0* 17 
Or $(]0,1D)-] lim Q, lim $[ car à est cont. et strictement / sur ]0,1[ 
0* j ; 
=]0, h[ qui contient c 
=> il existe un seul réel 8 €]0, 1[ tel que (0) = 0h = c 


Conculsion : 
Il existe un seul réel 0 €]0, 1[ tel que g (0h) = 0. 


g'(0h) = 0 e (== oon) S EET 


e-1-h  e9-] 


h? 20h 
ET e-1-h ai e9 —] 
p- lim LK | tim yg 


( On pose t-0h. Quand h ^ 0* on a t-Oh > 0* en effet 
Vh > 0 il existe un réel 0 ( qui depond de h ) tel que0 < 0 < 1 
—0«0h«h 
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0 < Dh < h C 
K = 6h > 0* (d’après un théo. de limite et ordre) 
ite li B=1-h | in [Le -=1 

Par suite lim | LCR | acm fe ^ 
c- lim | 92-192. Li —h Re wes | et- l- -h ]-i 
h20* h-0 h-0+ h0* 1 à 


— f est dérivable à droite en 0 et um (0) = 2 
4/ - Comme fa’ (0) = l z alors la demi-tangente à droite au point 
d'abscisse 0 de la um de (T) a pour systéme d'équations 


2 y = fa/(0)(x — 0)  f(0) = Zx) 
cartesiennes 
x20 
Vx > 0;f(x) > O0 — d'aprésII-2/ 
- lim f =lim [ el ] =lim [s -1] E 


+00 x-roo X00 X 2 
NE f) [5 Li (1) [+] 
im x cam ss [nan tee) Ale 
Kad 
zum D leet ye Essa ( on pose v= 
"A2 Y pese 


=> (T`) possède une branche parabolique infinie de direction l'axe 
des ordonnées au voisinage de +o. 


III-1/a- f est continue sur IR* — f est intégrable sur tout intervalle de 
bornes dans IR*. 
Or Vx € IR ona O et e* sont dans IR* 
d'où F(x) = f? f(Odt existe. 
b- f est continue sur IR* — f possède des primitives sur IR* 
Désignons par ® la primitive de f sur IR* qui s'annule en 0. 
Désignons par u la fonction définie sur IR qui à x — e*. 
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Ainsi F(x) = f^ f(üdt = [^ Od = &[u(x)] = 9 < u(x) 
Œ est dérivable sur IR" 
u est dérivable sur IR = F=ð o u est dérivable sur IR 
Vx € IR;u(x)-e* € IR^ 
Vx € IF'(x) = [Do u(x)] = u (x) x D'[u(x)] 
= e'f(ux)) = e —L = e” — 1}, 
Vx € IR;e* > 0 donc Vx e IR;e* S e =] 
eo Vx e IR;F'(x) 2e? -1» 0 


D'où F est strictement E sur IR. 
2/ lim F(x) =lim [$[u(x)]] = 


Gar X > —00; ux) = e* — 0* et puisque ® est la primitive de f 
sur IR‘ donc ® est continue sur IR* 
alors D[u(x)] ^ D(0)-0 
3/a- V x »ÜDona e* > I. 
yte [1,e*]; f(t) - tzl = E z t = L 
Soit la fonction v:[1;+00[ — IR;t — e -t 
v est dérivable sur [1;-oo[ et v'(t) = ¢ -1 > 0 
=> v est strictement croissante sur [1; +o0[. 
Par suite Vt e [1,e*] ona v(t) > v(1) 2 e-1» 0 
D'où Vt e [Lie*] onae' -t» 0 
Ce qui donne Vt € [1,e*] on a f(t) — VL = SL > 0 
€ Vt e [1, S on a f(t) > => 
D'où F(x) EE f(t)dt > d ila 
b- umm F(x) = ? 
[5 et 1 ERC © 
Bp ecl LALA f [1 -l]&-[t-Logt]? = e*-x- 1. 
Donc Yx > 0, F(x) > e*- x-1. 
Or lim [e* - x - 1] Hm [x(e* - 1) - 1] = 
Xo-o0 
alors lim EG = e 
X00 


: Vx > GF(x) > e*-x-1 e vx» 0; 


Ajoutant que uni R des = +00 de lim 


X-—o0 


EO SE qud 
EG) = +00. 
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EXERCICE 2 | 


On considère, dans le plan orienté, un triangle AA; A; tel que AA2-2AA, 
— — 
et qu’une mesure de l’angle (AA, : AR.) soit comprise entre O et t. Les 


cercles (C;) et (C2) passant par A et de centres respectifs A1 et A» se 

rencontrent en B. 

1/ On considère par SA la similitude directe de centre A transformant (C; ) 
en (C2). Soit M un point de (C1) et M? sont image par Sa. 


a- Justifier la relation (AA AM) = (A AM ) [27] 


b- Démontrer que les points M, B et M' sont alignés. 
2/ On désigne par c4 la similitude indirecte de centre A transformant 

(C1) en (C2). 

a- Donner le rapport de c4 et montrer que c4 à pour axe la droite D 
médiatrice du segment [AK] où K est le milieu du segment [AA]. 

b- Soit l'application f = o4 o S4l. 
Déterminer la nature de f et la caractériser géométriquement. En 
déduire que les images par SA et o4 de tout points M du plan sont 
symétriques par rapport à la droite (AA; ). 


PROBLEME | 


A- Soit m un nombre réel non nul et fm la fonction numérique à variable 
réelle définie par : fa LX) = mxLoglx-x pour x #0 et f4(0)-0 
1/a- Etudier la continuité et la dérivabilité de fm en xo = 0. 

b- Montrer que fm est impaire et étudier, suivant les valeurs de m, 
les variations de fn. 

c- On note (CA ) la courbe représentative de fm dans un plan rapporté 
à un repére orthonormé (0.1. ü et on désigne par Am et Bm les 
points de (Cm ) correspondants aux extremas de fm. Donner une 
équation cartésienne de l'ensemble des points Am et Bm lorsque m 
décrit IR*. 
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2/ Soit g la fonction numérique définie sur IR AL par: 


g(x) = CE pourx € IR (15 
g(0) = 0 
a- Etudier la continuité et la dérivabilité de g en xo = 0. 
b- Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative (T) 
dans (0/53) 

B- Dans cette partie, on prend m=1 et on note f la restriction de fı à IR* 
et (C) sa courbe représentative dans un plan rapporté à un repére 
orthonormé (o, d, v). 

1/a- Tracer (C). 
b- Montrer que la restriction ọ de f à l'intervalle [0.1 ] est une 
bijection de [0,1] sur un intervalle J que l'on précisera. 
c- Quel est l'ensemble de dérivabilité de  ! ? 
d- Tracer, dans un méme plan rapporté à un repére orthonormé 


— + 
(a, u’, v) les courbes respectives de 6 et 9^! qu'on notera 
respectivement (C, )et (C4-1). 
2/ Pour tout réel a €]0,1], on note I(a) = f [-x — ọ(x)]dx. 

a- Calculer I(a). 

b- En déduire le calcul de la mesure S de l'aire du domaine du plan 
limité par (C4) et (C-1) et la droite (D) d'équation y = —x. 

3/ Soit la suite numérique (ua), définie par : 
uo = e 
Un > 0 et unf (Uun) = f(un-1) pour n Z> 1 

Où f désigne la fonction dérivée de f. 

a- Calculer u, en fonction de n € IN. 

b- Pour tout entier naturel k , on note My et Mk: les points de la 
courbe (C) d'abscisses respectives uy et uii et sy la mesure de 
l'aire du triangle @MxMk:1. 

Montrer que sk = Lua Puc) — ukf(uk+ )] et calculer sx en 


2 
fonction de k. 
k=n-1 
c- On définie la suite (Sn) „>n par Sa= X sx. Calculer lim S,. 
T k=0 n—+00 


LL LDBIBUTION KR 
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1/a- SA((C1)) = (C2) = l'image A; centre de (Ci) est A2 centre 
de (C2) 
Ainsi : SA(A) = A;SA(A1) = A2 et SA(M) = M 
—— 


ALT EEE —À — 
— (AIR; AM) = (TA; AM) [2n] car SA est une 


similitude directe donc elle conserve les mesures des angles 
orientés. 


—M —— ——— 
— => ——. h —— ——3À 
b- (BM. BM!) - (BM;BA) + (B2; BM') [2x] 
RAT + LR AM) tri 
S ML A 2 24M, A2 [r 
— — . — —> 
( car (avi: AIA) est l'angle au centre associé à (BM.BA) et 
— —— i — ——3À 
(T2; AM ) est langle au centre associé à (B2; BM') ) 
—— ——— 
— ——À — 9 
EE + (TR; a) | [n] 


=0 [n] d’après 1/a-. 
=> les points M, B et M’ sont alignés. 


fi 


2/a- + oA((C1)) = (C2) > oA(Aï) = A2 


LS "M 
D'oü AA, = 2 est le rapport de o4. 


GA est de centre A;de rapport 2 et d'axe D 
=> oa = ho Sp avec Sp la symétrie d'axe D et h l'homothétie 
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de centre À et de rapport 2. 


D'où Sp -hec4 avech” l'homothétie de centre A et de 


1l 
rapport 7r. 


D'autre part Sp(A1) = (h^! e cA)(A1) 
= h'![o4(A1)] 
= h”[A2] =K car AK-lAA; puisque KCA*A; 
Ainsi Sp(A1) = K & D est la médiatrice de [AiK] 


AA» 
AA, 
1 


D'où Sj! est une similitude directe de centre A,de rapport 5 


GA est une similitude indirecte de centre A et de rapport 2 


S4. est une similitude directe de centre A,et de rapport i 


=> f-o4 o Sxlest une similitude indirecte de centre A et de rapport 1 
— fest un antidélacement qui fixe A. 
D'où f est une symétrie orthogonale d'axe passant par A. 
D'autre part f(A2) = (oA ° S41)(A2) 
= GA(A1) car SA(A1) = A2 
= À) 
= À, est aussi fixe par f. 
Conclusion :f est la symétrie axiale S(44,; d'axe (AA). 


b- SA(A1) = A => 


= 2 est le rapport de SA 


Soit M un point du plan d'image M; par S4 et d'image M par 64 
M; = GA(M) or M, = SA(M) = M = S4 (Mi) 
D'où M: = GA[S: (Mi)] 
= (cA ° S3)(Mi) 
= f(Mi) -Sua, (Mi) 
Ainsi M» et M; sont symétriques par rapport à (AA). 


PROBLEME | 
| i 


A-l/a- - lim f,(x) =lim E xLogx =x | = 0 
—— 


xo0* xo0* 


* lim f, (x)-lim E (7x)Log(-x) -x | 


x207 x07 
=lim | ^m. XLogXaX |-o (avec X—x;x > O ona X > 0*) 
X20* —— 


= 0 = fa(0) => fa est continue en O. 
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xlim Ingo) — fe(0) -lim [mLog|x|-1] 


x0 xo0 

premier cas : m > O alors lim E um 
x20 

Deuxième cas : m < 0 alors lim ist (o - A aO - 


x>0 
Conclusion : f, n'est pas dérivable en "d 
b- » Vx € IR (le domaine de définition de fm). 


> (-x) € IR. 
4 fm(—0) = fn(0) = 0 = -0 = -fm (0). 
Y pour x +0 

fm (=x) = m(x)Log|-xl-(-x)--[mxLog|x|-x] = -fm (x) 
Ainsi 


K «et V => f, est une fonction impaire . 


H Etude des variations de fn 
Comme fm est impaire alors il suffit de l'étudier sur IR*. 


Vx € IR¥,fm(x) = mxLogx-x etf,(0) 20 
fm est dérivable sur IR¥ (comme produit des fonctions dérivables 
sur IR ). 
Vx € IR, f(x) = m[Logx + x- ] — 1 = mLogx4*m-1 
Premier cas : m > 0. 

X 0 en + 00 


fn (x) - 2 0 + 


LE LT 7 
fa (e 5) 


cm fa (x) zn [x(mLogx — 1)] = 


Deuxième e m « 0. 
X 0 e m + co 


£x) | + 0 S 


fale 7 ) ; 
fn (x) p d Em 
0 


: lim f,(x) «lim [x(mLogx - 1)] = 
X—-o0 X00 
c- D’après le tableau de variation de fm sur IR* ona 
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Am (e 9; fin (eT le point qui correspend a l'extremum de fm a 
abscisse positif. Comme f, est impaire alors l'autre point qui 
correspend à l'extremum de fm a abscisse négatif est 
Ba (7e 7 ;—fa(e 9 )). 

Désignons par E1- (An (e *; fa (e m 17 quand m varie sur IR*}. 
M(x,y) € E, & dm e IR* tel que M(x,y) = Am 


lm 
m 


x=e 
c» Jm e IR* / i 
Azm 
y = Lale n 
A-m, l-m 
X=e H N -—QGm 
1-m $= Im Im Im 
y —fa(en y = me? Log[e^* ]-e*™ 
dcm, 
x=en 
<> 
y = mxLogx — x 


Orx- e 9 c lm = Logx € 1 -m = mLogx 
€» (1 + Logx)m = 1. 


Soit la fonction o : IR* — IR; m — em 


Q est dérivable sur IR* et Vm € IR*; ọ'(m) = (er 
= =Le < 0 
D'où le tableau de variation de 6 
m —00 0 0 +00 
9'(m) S » 
e! +00 
p(m) E NK 
0 e 
lim ọ(m) —lim eTa* =e! car lim lm Clim = = -1. 
mooo m-too m-too m-too 


D'où quand m varie sur IR* on a : @(m) varie sur IR Me !}. 
Ainsi quand m varie sur IR* on a : x = o(m) varie sur IR Me !). 
Par suite 1 + Logx + 0 


SE iar x di - = I 
D'oüx-e»* ce (1-Logx)m-1 = m Poss 
xLogx » -x 


Par suite y = mxLogx - x = 1 + Logx CAS 1 + Logx' 
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Ainsi E, : —x | 
1 + Logx 
Désignons E? - (Bg (Ce —fm (e )) quand m varie sur IR*}. 
M(x,y) € E; € dm e IR* tel que M(x,y) = Bm 
x € IR*Me^!y. 
un travail analoge au précédent méne à E; : e —x 
VERS 
1 + Log(-x) 
-.hHh — |; EM cr? ERN L É e im =] 
2/a iid g(x) nr [ T | O=g(0) car lim Logx-—-oc. 
=> g est continue à droite en 0. 
clim SO) 78) is, Ere ] = 0 
e x-0 or L 1 +Logx 
= g est dérivable à droite en 0 et g4(0)=0. 
b- la fonction ( x — 1+Logx ) est dérivable et non nulle sur IR: 


x20* 


, x 1 bel "VEU 
= la fonction qui a x + Tbe est dérivable sur IR} 5j. 
D'où la fonction g est dérivable sur IR Ly. 

—(1 + Logx) + x |. -Logx 


vx e IRL}; g'(x) = NO SU ND 
Mers Qo (1 + Logx)? (1 + Logx)? 
D'oü le tableau de variation de g 


X 0 e! 


g(x) |0 


+ 
g(x) 0 P dd ` 


* i = H e — = 2e 
mod gx) um | 1 + Logx ] 


(carx < e! & Logx < -1 & Logx+1 « 0) 


. li = li A, T T 
E im, [Ta 0* 


(carx > e! & Logx > -1  Logx+1 » 0) 
: lim g(x)- lim E zim ——dd.—-. = 


2 * 
X—> +0 X-—>+00 1 + Logx X—>+00 l + EE 0 


; sn B) y | -1 ] 

D l E S ————— — 
autre part 2 P x um SRE 

— (T) possède une branche parabolique infinie de direction l'axe 
des abscisses au voisinage de +co. 
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B-1/a- D’après l'étude générale faite en A-1/b-, le tableau de variation de 
fı : IR* — IR; x — xLogx - x est le suivant : 
: lim Ro9 =<lim [Logx — 1] = +% 
X—-Fo0 X--oo 
— (C) posséde une branche parabolique infinie de direction l'axe 


des ordonnées au voisinage de +00. 
+ lim hoo A = —coo => (C) possède une demi-tangente 
x20* * 


verticale en son point d'abscisse O. 
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Ainsi Q est continue et strictement décroissante sur [0, 1] 

=> q réalise une bijection de [0,1] sur @([0,11) = [-1;0]. 
c- - p est dérivable sur ]0, 1[ et Vx € ]0, 1[; o (x) Z 0 

= q^! est dérivable sur 9(]0, 1|) = ]-1;0[. 


- ọ est dérivable à gauche en 1 et ọ4(1) = O 
=> la courbe de ọ possède une demi-tangente horizontale au 
point A(1,—1). 
=> la courbe de Q^! possède une demi-tangente verticale au 
point A’ (-1, 1). 
= 671 n'est pas dérivable à droite en -1. 
. lim 2780) -o 
x—0* x—0 
=> la courbe de ọ possède une demi-tangente verticale au 
point O(0, 0) 
=> la courbe de o^! possède une demi-taagente horizontale 
au point O(0, 0) 
= q^! est dérivable à gauche en 0. 
Bilan : le domaine de dérivabilité de o^! est] — 1:0]. 


d- (C1) = Sal(Co)] avec Sa la symetrie axiale d'axe A : y = x. 


2/a- I(a) = fx — (x) ]dx 
-[tx — p(x)]dx = fL [-xLogx]dx 
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u'(x) = -x ~ UT = Es 
v(x) = Logx ^ v'(x) = i 
E m +1 
= [ AX Logx | + 7 fi xd 
-jeLons g| Ie d 
ml BH 122 
= a Loga + TYT" 


b- Comme SALLC 111 = (Co) et SA[(D)] = (D) alors la mesure 
de l'aire du domaine limité par (C4) , (C,-1) et (D) est égale à 
deux fois l'aire du domaine limité par (C4) et (D) qui est égale à 


lim I(a). 
pun 1 1_1 
insi S—2 T 29% E, d: 1:55 
Ainsi ies I(a) 22 he [ ja Loga + I 34 ] 
=2 li KR X usu 
-2 lim | Ta te: Le | ^ 
3/a- Vn € IN*, 


Un-1f (Un) = uni) € usaLog(u,) = usiLog(us-1) — usi 
 Log(u,) = Log(un-ı)— 1 
= Un = eLo8(us-1)71 
eoa = elun- 

D'où (un) est une suite géométrique de raison e! et uo = e 


th 
=> VneIN;u, = uo(e!)' = e "ti. 


b- œ(0, 0), Mi (ux; flur)) et Mia (Uk+1; f(uga )). 
— Myg x MH 
Sk — XH g 
avec H le projeté orthogonal de Mi; sur (@Mx) 
> Mkn H=d[Mkn ; (0My)] la distance entre My; et (mM) 


+ oMy = J (uk — 0)? + (f(ux) - 0)? = Juk T OSIS 


+ Posons y = ax + b l'équation de la droite (Mk). 
0=ax0+b car @(0,0) € (oM) 
f(ux) = auk + b car Mi(ux;f(uc)) € (@Mx) 
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ug f(uk) 


f) 


Ainsi (0M) : y = x €» (oMy) : f(uk)x - UW = 0 


Par suite MAH = eben e [fuus — ufu) 


Jut + ET 
a) Ex fuir 7 mfi] 
x 2 


D'oü Sk — 5 
= Pudun uue 0L 


Or f(ux)u — uxf(u) = uka[ukLog(ux) — ux] 7 ux[ucaLog(uia ) 7 ua] 
= ukuk[Log(ur) - Log(uii)] 
_ ee Log] E ] = e" Loge = e? > 0 
e 


Enfin sk = EUI O - ukf(uw1)]. 


D’après le travail précédent sk = Ten, 


c- Sa MG «Xue X que» 
Lever le LED 
= 29 Da (e I 7e ej 
due m p dede 1 l 
D'où hir Sa D E Weir 7*1 (e3j 


(car lim (e?)" = 0 puisque e? €] —-1,1[) 


n-+00 
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e n 


BAC 1999 SESSION DE CONTROLE 


Une urne contient 12 boules dont n sont noires et les autres blanches. 
Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 
1) On suppose n = 5 et on tire, sans remise et successivement, deux 

boules de lurne . 

a- Calculer la probabilité de chacun des événement suivants : 

A:« la première boule tirée est noire et la seconde est blanche ». 
B:« les deux boules tirées sont blanches ». 

b- On répète l'épreuve six fois en remettant, a l'issue de chaque 
épreuve, les deux boules tirées dans l'urne. On considére la 
variable aléatoire réelle X prenant pour Valeur le nombre de 
réalisation de l'événement A. Déterminer la loi de probabilité de 
X ainsi que son espérance mathématique E(X). 

2) Dans cette question, on suppose n > 2. 
a- Exprimer, en fonction de n,la probabilité p, de l'événement A. 
b- Déterminer n pour que p, soit maximale. 


Dans un plan orienté,on considère un carré ABCD de centre O tel que 


y uer s 
(AB, AD) = pi [21]. Soit M un point du cóté [AB]. 


La perpendiculaire à (MD) passant par A rencontre (BC) en P. 
1/ Soit r la rotation qui transforme A en B et B en C. 
a- Préciser son centre et donner une mesure de son angle. 
b- Démontrer que les droites (OM) et (OP) sont perpendiculaire 
et que AM-BP. 
2/ Soit I le milieu du segment [MP]. 
a- Montrer que I est l'image de M par une similitude directe que 
l'on précisera. 
b- Déterminer et construire l'ensemble des points I lorsque le point 
M décrit le coté [AB] du carré. 
c- La perpendiculaire à (AP) passant par B rencontre (DC) en K 
Soient G.H et J les milieux respectifs des segments [BC], [DC] et 
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[PK]. Montrer que les points G,H et J sont alignés. 


a 
PROBLEME 


U Soit f : IR > IR;x — M PNE (C) désigne la courbe de f dans un 


repére orthonormé Lo." ] 
1/ Dresser le tableau de variation de f. 
2/ Montrer que (C) posséde un point d'inflexion dont on précisera. 
Tracer la courbe(C) . 
3/a- Montrer que f est une bijection de IR dans un intervalle J à préciser 
b- Soit g la bijection réciproque de f et (C^) sa courbe représentative 
dans le repére (0:3; i) 
Montrer que Vx € J;g(x) = Laal S J 
2 1 — x? 
IU 
1/Soit o : IR > IR;x — p(x}=f(x) — x. Etudier les variations de 6 
et montrer qu'il existe un réel unique a tel que pL) = 0 et que 
Log2 « a « I. 


NS d x? 
2/ On pose I = Y fa Lal 5 Jax. 


a- En utilisant une intégration par parties ,calculer I(on remarquera 


Zool 1 
TEE prc 


b- En déduire en fonction de a, l'aire de la partie (K) du plan limitée 
par les courbes (C) et (C') et les deux axes de coordonnées. 
3/ On définie la suite (un) par: uo = O et un = f(u4); Vn € IN. 
a- Montrer que Vn e IN;0 < un «a 
b- Etudier le sens de variations de (un). En déduire que (un) 
converge et calculer sa limite. 
c- On définie la suite (vs) par vann | ,. alde Vn € IN. 


Montrer que Un:1 € Vn € a; Vn € IN. En déduire lim va. 


n-oo 
III/ Soit F la fonction définie sur ]-1; 1[ par: 
llos XL. 
F(0) = -Log(1 + JZ) et vx + 0:F(x)=[7 ^ e? ) rco 
1/a- Etudier la parité de F. 
b- Montrer que F est dérivable sur ]0; 1[ et calculer F'(x). 


2/a- Calculer F (2 . En déduire l'expression de F(x) sur JO; 1 [. 
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b- La fonction F est-elle continue en 0? Est-elle dérivable en 0?. 
c- Tracer dans un autre repère orthonormé,la courbe (T) de F. 
3/ Calculer F(a) et retrouver alors l'aire de la partie (K) du plan. 


VINE CORRECTION HIH 


z ni 35 
DO qr — CS 
-Bse P iud la premiére boule est blanche et la deuxiéme 


est Prats 
6 7 


IÍ E. x —— = ——, 
RES r 99 
b- X: 6 répétitions — le nombre de réalisations de l'événement A 
Comme les répétitions sont indépendantes alon x suit une loi 


binomiale de paramètre n = 6 et p = p(A) = à 
D'où Vk € 10,1,2,3,4,5. Gron « 


P(X = k)) = CBL D) (= A 
+ E(X) = np = 6x À = à 
2)a- A:« la première boule tirée S noire et la seconde est blanche ». 
= ph = p(A) = 2 " lla 2 IST. 


b- Comme le — = cas possibles est réduit on pourra faire 
un tableau donnant les divers valeurs de p( A) suivant les 


variations den 


u als 


8l9]|1olnu 


CO 
SI 


p 27 32 233 35 32 27 20 11 
n 132 132 132 132 132 132 132 132 
i Ee pr 


Conclusion : p, est maximale si et seulement si n = 6. 


| 
| 


132 132 


| 


1/a- Désignons par Q le centre der. 


r(A) = B QA = OB 
=> 
r(B) = C OB = QC 
= Q e med[AB] N med[BC] 
= Q=0 car med|AB] N med[BC] = {0} 
En conclusion : r est de centre O. 
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EURO Rr ein 
*r(A) =B = (0,08) = 5 [27] est l'angle de r. 


b- {M} = (DM) n [AB] > {r(M)} = r((DM)) n r((AB]) 
* r((DM)) est la droite 1 à (DM) et passant par (D) = A 
( Car OA-OD et (on, OA) =T (x) 
— r((DM)) = (AP). 
xr([AB]) = [BC] 
Ainsi 4r(M)} = (AP) N [BC] = (P) 
par suite r(M) = P — LOM. of) = > [2r] 
Ainsi (OM) et (OP) sont perpendiculaire 


ME B U o. ABP 
r(M) = | 


2/a- 


OM = OP 
MS 4 -IK 
(OM, OP) = [21] 


—— 


OrI-M«P = (oM, or) = [21] 


gr (i) 
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OI = 0M 
Ainsi 


(M0) = 4x 


«€ I=S(M) avec S la similitude directe de centre O de rapport e 
> A S 
et d'angle 4 
b- I-S(M)etM varie sur [AB] 
— I décrit S([AB]) 
-R(A) = B = S(A) = L avec L=AxB. 
-R(B) = C = S(B) = J avec J2CxB. 
Conclusion: quand M varie sur [AB] alors I varie sur [LJ]. 


c- + (Pj-[BC] n (AP) = UPL = r([BC]) n r((AP)). 
x r([BC]) = [CD] car r(B) = Cetr(C) = D. 
x r((AP)) est la droite perpendiculaire à (AP) passant par 
r(A) =B = r((AP)) = (BK). 
Par suite (r(P)) = [CD] n (BK) = {K} 


= r(P)-K 
= S(P)-H car H est le milieu du segment [PK]. 
S(P) -H 
B) =J 
98) => H,J et G sont alignés . 
S(C) = G 


P,B et C sont alignés 


PROBLEME 


1/ La fonction qui à x — 1-e?* est dérivable et » 0 sur IR 
=>la fonction qui à x — dT +e? est dérivable et non nulle sur IR 


= la fonction qui à x — — LL est dérivable sur IR 
417 e* 
Par suite f : x — ——E-—- est dérivable sur IR. 
4124 e* 
2x 
eJI +e% — T Lex 
/ 2414 e?* 
vx EIRE GE — —_— 
» le^ 
= —— >00. 
(1 +e%)y1 +e% 
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D'où le tableau de variation de f 


lim f -lin — S ——-0 
OE T 
lim f -lim —£-—— 
+a xt 4] + e? 
=lim ee) 
x ex Je 2X] 
2/ Vx € IR;f'(x) = ————€£ ——— = e" 


(1 2) J1+e2x e Lex) 
la fonction qui à x — 1+e% est dérivable et strictement positif sur IR 


2 | 
zla fonction qui à x — (1+e*) 2 est dérivable et non nul sur IR 
Par suite f est dérivable sur IR. 


D'ou f est deux fois dérivable sur IR. 


3 1 
e*(1+e*)2 — 2 x2eX*(1 +e*)2 xe* 
* Vx € IR;f'(x) = ( ) 2 ( ) 


(14 e2x? 
= e*( ex)T 1 -2e^* 
(1 ey 


=> Vx € IR;signe de f" (x) est celui de (1 — 2e?*). 
xl =- 2e% > 0 < 2e% <1 een sd ex < lLogd 


D'oü le tableau de signe de f" 


Ainsi f" s'annule uniquement en 1 


Lost z en changeant de signe 
= Cr possède un seul point d' inflexion qui 


est HL Las L 2 DE ^ Logt 11 


EU Ee F 


Traçage de (C) : 
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3/a- fest strictement croissante sur IR 
— f réalise une bijection de IR sur J — f(IR). 
Or J = lim f, lim ef car f est continue et / sur IR 


—00 +00 


= Jer. 


E Al x? E x? 
b vx e ff al) 0 Los = | 


X 
x LLL Lem 
1-x? 41-x? 
vq tuper = x = fl 


x2 


f+ D hx 
vx e J; f! (x)= Treal 


[f Q0] 


1 = ) = 8G). 
traçage de (C^) : (voir figure précédente ) 
(C') = SA((C)) avec A la droite d'équation y = x. 
IU 
1/ Comme f est dérivable sur IR alors 0 l'est aussi. 


1 
X (1 e23yY (14 e) 2 
Vx e Rip (x) = fx) - 1 = SALATE 2 SOME — ) 
(i+e*)7 
l+e* > 1; VxeIR (1) 
L 
1 +e% > e* Vx e IR e (1+e*)2 » eS VxelIR (2) 
L 
(1) et 2) > (1+e*)(1+e*)2 > e*; Vx e IR 
1 
€» e*—-(1+e*)(1+e*)2 < 0; Vx e IR. 
€» Q'(x) < 06; Vx e IR. 
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D'oü le tableau de variation de o 


+00 


-00 

. lim Q -lim [f(x) — x] = 0— (7o) = +00 

. lim Q lim [f(x) — x] = —00. 
S Q est donümie et strictement N sur IR 
= réalise une bijection de IR dans ọ(IR) = IR = 0 
= il existe un réel unique a tel que ọ(a) = 0 


2 e 
Op(Log2) = —<— —- Log2 > 0 Qe(1)2——— - 1 <0 
PES J1+e? 


p(Log2) > pa) > p(1) 
=> Log2 <a < 1. car XsurIR. 


oip 2 
21 = À f'g Log) 


u'(x) = 1 A  u(x)=x 


vG)=Log( x ) A v Tee ^5 


m x? * ndm 2 
pos (Sr) ]e zla Te 


mk. o? l 1 

7 Kaol Er LE) 

S SA cat sd. ren = Q 
= aal j K I Cast) x) + Log(1 +x)l 
AL. a? PE ]-zxY]* 

E FaLos( 577 ) Kl Laal STT, 


a? 
>) = g(a) = acar f(a) = a 


puisque p(a) = 0 € f(a) a = 0. 
On trouve enfin que I = a? — LLog(1+e) + Log( 2 + 1). 
b- La partie K est la réunion de deux parties D et D’ avec 

D limité par C, A, Ai: x < Uet AS x - a 

D' limitée par C, A, Aj : y 20etA;:x- a 

De plus D' = SA(D) => «Zr(D) = .Zir(D^) 

D'où TKT = 2.241(D^). 

Soient les points A(a; 0) et B(a;a). Soit la partie D" du plan 
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limitée par Cri, A} : y 20,42: x = aetAs : x = E 


On a 24i (D')-24i(OAB) - A(D")=È — f^ gG)dx-£- -1 
dram 
Oj u2 Ati RENE E lta) 
> dii (K)-a? - 21-a T 1 Log( lta +Log(/2+1) | 
E +a) 2 
= Log( i ta) a 2Log( /2 + 1). 
«Ar(K) est exprimé en unité d’aire. 
3/a- - ug = 0 e [0;a] donc la proposition est vraie pour n = 0 
* Soit p un entier ‚supposons que 0 < up < à ; montrons 
que 0 < up. < 0. En effet 
0 < up € a €» f(0) < f(u,) < f(a) car f / sur IR 
= y Z Unu Sa carf(a) = à 
l 


doù 0 < upa <a car0« ——. 
2 


Bilan: -et * 2 Vn e IN-0 < u <a. 
b- Vn € IN; uut — Un = (un) — Un = 0LUa 7 
Or un < a => (un) 2 p(a) 20 caro N sur IR. 
= Vn e IN; umi — Un > 0 
€» (un) est croissante sur IN. 
Q(u,) est croissante sur IN et majorée par a = (un) converge. 
& Posons L =lim un. 


n->-+00 
Comme uut = f(u,) et f est continue sur IR par suite en L 
5 KL <L e p(L)=0eL=a 
( car l'équaton p(x) = 0 possède une seule solution qui est a ) 
c- Vn e IN; vegl- f f(x)dx est la valeur moyenne de f sur [un, a] 


iu 
=> Yne IN; f(un) € vn <f(a)=a car fest / sur IR 
€» Vn e INi uni € Vn < 0. 

Yn e IN; uni < Vn < aet lim uny =Q 


n>+%0 
lim v, = 0. 
nope 
III/ 1/a- Vx € ]-l; I domaine de définition de F ) ona : 

Cx) ell.) 

+ + F(-0) = F(0) 

LLo cQ)? 
«su Pour x + 0: CTI (5 ) f(t)dt 


1 Log( —— 
-[ à (5) f(t)dt-F(x) 
D'où F est une fonction paire. 
b- Soit V une primitive de f sur IR. On a donc F(x)=#(g(x))-#(0) 
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g est dérivable sur ]0; 1[ et ¥ est dérivat:! 2 sur IR qui contient 
g(]0; 1[) — la fonction qui a x ^ Y(g(x)) est dérivable sur ]0; 1[ 
En conclusion F est dérivable sur ]0; 1 [. 


Vx e Jo; 15 F'(x)eg' (x) F Fo apego TO 


da PLZ. = Y (e (3:)) — (0) = (0) - w(0) = 0. 
vx e Jo;:1E; F'(x) = Ce 
HI + Late (Gi + Td 
= dria: Logt -t) Ja 
z LLog( 1x) - Log(1 +77) 
b-- lim F(x) =lim E EN ) - Log(1 + 25 


x0* x-20* 
= -Log(1 + 42)) = F(0) 
=> F est continue à droite en 0. 
+ lim F(x) =lim F(-z) avecz--x;ix — US — O*. 
x07 z—0* 
=lim F(z) = F(0) car F est paire. 
z—0* 
=> F est continue à gauche en 0. 
Conclusion : F est continue en 0. 
. lim | F(x) - F(0) H lim | Log(14x) — Log(1 — x) ] 
x—0 2 X 


x—0* 
L ba | Logd tx) J+ Liim | Log(1 + (-x)) | 
x—0* 2 x07 (7x) 
(X=-x;x — 0*,X— 0) 
LES d 
So» x1+ 2 1-21 


=> F est dérivable à droite en 0 et F' 4(0) = 1. 


Si | L lim | —— ] 


x0- t—0* -t-0 
( avec t=-x; x> 07;t— 0*) 
— — lim EE | EE 
t—0* LU 
=> F est dérivable à gauche en 0 et F',(0) = — 
Conclusion : F n'est pas dérivable en 0 car F’4(0) &F',(0). 
I 


c- F est dérivable sur ]0; 1| et Vx € JO; 1; F'(x) = TET 
—X 


D’où le tableau de variation de F sur [0; 1 [. 
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avec a--Log(1 + J2 ) 


: lim F(x) =lim [ LLog( I5.) - Log(1 + 425] = +00 
xol^ xol^ 
= La droite d'équation x=1 est une asymptote a T la courbe de F 
+ F4(0)«1 => la demi-tangente à droite en A(0; F(0)) à la courbe 
T a pour équation :y = x — Log(1 + 42) etx Z U 
+ F,(0)=1 =la demi-tangente à gauche en A(0; F(0)) à la courbe 
I' a pour équation : y — -x - Log(1 + 42:) etx < U 


Hp E ltaY. 
3/ F(a) = 2 Log( L2 p ) Log(1 + 42) 
D'autre part F(a) = jp f(t)dt = Prat car g(a) = 0 
Or Air(K) = Air(D) voir explication de II|2/b- 
= 2 f FE —t]dt par raison de symétrie 
=2| , KOdt -Í , 2tdt = 2F(a) - [t^] 
= 1-4 
= Log( ta) - 2Log(1 + 42) 07 
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BAC 1994 SESSION PRINCIPALE 


(6 points) 


Dans le plan orienté; ABC est un triangle quelconque de sens direct.I et 
J sont les milieux respectifs des cotés [BC] et [AB]. r est la rotation de 
centre J et d'angle. A' et C' sont les images respectives des points A 
et C par r. S est la similitude directe qui transforme I en C' et J en A. 
On pose h-r ! o S. 
1/a- Déterminer les images respectives des points I et J par h. 
b- En déduire la nature et les éléments caractéristiques de h. 
2/a- Montrer que (IJ) est perpendiculaire à (A'C') et que A'C' = 213. 
b- Déterminer le rapport et l'angle de la similitude S et construire son 
centre w. 
c- B' étant le symétrique du point A' par rapport à J, montrer que 
(wB) L (wB”). 


(4points) 


Une urne contient cinq boules blanches, deux boules rouges et trois 

boules vertes indiscernables au toucher. 

1) On tire simultanément trois boules de l'urne. 
Calculer la probabilité de chacun des événcinents suivants : 
À : obtenir trois boules de même couleur 
B : Obtenir au moins une boule rouge. 

2) On effectue maintenant un tirage successif de deux boules de la 
manière suivante : On tire une première boule; 
Si elle est blanche, on la remet dans l'urne et on effectue le deuxiéme 
tirage. Si elle n'est pas blanche, on la garde à l'extérieur de l'urne et 
on effectue le deuxiéme tirage. On désigne par X la variable aléatoire 
qui, à tout résultat, associe le nombre de boules rouges. Déterminer 
la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique. 


(10points) 


A- Soit f la fonction numérique à variable réelle définie par: 
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f(x) = 2e * — e” — 
1) Etudier les variations de f. 
2) Montrer qu’il existe un réel unique a appartenant à ]Log2,1[ tel 
que f(a)-0. 
3) Tracer la courbe représentative (C) de la fonction f dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé (0:7; i} 

B- Soit g une fonction numérique à variable réelle définie et dérivable sur 
un intervalle [a,b]. On suppose de plus que g' est continue sur l'intervalle 
fa, b] et qu'elle est dérivable sur Ja, b[. On définit alors la fonction ọ sur 
[a,b] par : 

; b a) — (b — a)g/(a 
o(x)-(5)-69)-(b-9g 6). 80) 80 - C 08 qq — i? 
1) Ecrire l'expression de Q'(x) pour tout x élément de Ja, bL 
2)a- Vérifier que Q(a) =p(b)—0. 
b- En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer qu'il 
existe un réel c élément de Ja, b[ tel que q'(c)-0. 
3) Déduire de ce qui précéde que le réel c vérifie : 


s(0)-89)-(b-a)g a (0) 
C- Soit h la restriction de la R fà l'intervalle [Log2,1] 

(f étant la fonction définie dans la partie A- du problème). 

1) Vérifier que : Pour tout x € ]JLog 2, 1[ ona h'(x) < 0 et h”(x) > 0. 

2) Soit t un réel appartenant à ]log2,a[ (où a est le réel défini à la 
deuxiéme question de la partie A- et soit M le point de coordonnées 
(t,h(t)). La tangente en M à la courbe (C) coupe l'axe des abscisses 
en un point d'abscisse t’. 


h 
a- Montrer que t’=t-—— 


b- En appliquant le résultat établi à la 3*"* question de la partie B, 
montrer qu'il existe un réel k appartenant à l'intervalle ]t,a[ tel que: 
(o — t)^h"(k) 
2h'(t) 

c- Déduire de ce qui précède, que Y appartient à l'intervalle ]Log2,a([. 
3) Soit x, un réel appartenant à l'intervalle ]Log2,o[,on définit la suite 
h(xa) 
h'(xa) | 
a- Montrer que : Pour tout entier n, x, appartient à l'intervalle |Log2,a[ 
b- Montrer que la suite (xn) est convergente et calculer sa limite. 

h(a) — h(xn) 
h' (xn ) 


t=a + 


(Xn) par : pour tout entier naturel n; Suri = Xn — 


4)a- En remarquant que Yne IN on a: Xn - O=Xn-0- 
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montrer que : pour tout n € IN, il existe c, € ]xn, af tel que : 


h” (e, 3 
EE RI 2 (x, — a)? 
b- En étudiant les variations des fonctions h’ et b” sur l'intervalle 
h” 
h’ (ca) 
Log2,1], montrer pour tout n, on a <l. 
[Log2,1] pour tou 2h (x) 


c- En déduire que : pour tout n € IN, xat — al< (xa — €)’. 
5) En remarquant que |xo-a|« 31 x 10? „déterminer un entier naturel 
no tel que Pour tout n > no, on a |xs-a|«10^?. 


la- + h(I) = r*[S(D] = pc? (C) = C car r(C) = C 
-hUT = r *[S0)] 2r!(A') = A car r(A) = A 


b- rest la rotation de centre J et d'angle 2 


= r™ est la rotation de centre J et d'angle Eu 
Donc r^! est une similitude directe 
de plus S est une similitude directe 


D'ou h=r™ o S est une similitude directe. 


ET = AC est le rapport de h et (x) est l'angle de h 
h(I)-A D G 


— 


I = B * Cet J = B * A donnent que IJ = ICA 
FT 
= AC -2e (1.c4) -0 [2x] 


Ainsi h est une similitude directe de rappport 2 et d'angle O 
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Donc h est une homothétie de rapport 2. 
Désignons par Q le centre de h. 
h(1) = C et h(J) = A donnent que Q € (IC) N (JA) = {B} 
= Q =B. 
Conclusion : h est l'homothétie de centre B et de rapport 2. 
2la-h-r!eS e S =roh 


r est une similitude directe de rapport 1 et d'angle z 


h est une similitude directe de rapport 2 et d'angle 0 
=> S = r o h est de rapport 2 et d'angle B. 


PSN 

1 T — 

Comme S(1)-C' et S(T)-A' alors ÁC.-2 et (ii CA") = £p] 
Par suite A'C' = 2.IJ et (IJ) est perpendiculaire à (A'C"). 

b- S est de rapport 2 et d'angle D ( voir la question précédente ) 


Ph 

—» 

«SHC = (vi. wc!) = Ea] 

= w € au demi-cercle de diamètre [IC'] et tel que IC^w est un 
triangle direct. 


LN 
«Sy eA, SS (a) = Lx] 


= w € au demi-cercle de diamètre [JA'] et tel que JA’w 
est un triangle direct. 
Ainsi w est l’intersection des deux demi-cercles décrits au dessus. 
c- Posons B; = S(B). 


Bi = S(B) et A' = S() 2 (38. TAB: ) = -Z [21] 


e Gi) e (em) (a8) = 2 [2x] 


————— 
e 2 (mad) YR.) = 4 [2n] e (Œ, Ai) = 0 [2x] 
D'oüB; e [JB) (1). 
xB; = S(B) et A' = S(J) => A'Bı = 2 JB 
Signifie que A'B; = 2JA' car JA’=JB=JB’ 
€» A'B; = A'B' 
«€» B, eau cercle x ar, le cercle de centre 
A’ et de rayon £B? (2) 
(1) et (2) = B; est le cercle d’intersection de Ga agn et UIB) 
Par suite B; = B. 
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PSN 
Ce qui donne B’=S(B) => (vB, wB) = à [21] 
€» (wB) 1 (wB'). 


| cas favorables réalisant A | probabilité | 
m 1 


1 


i 
1 


C g 


Es 
Co | à. 
= p(A) = eue = EY 


- B : obtenir zéro boule rouge. 
| cas favorables réalisant B | probabilité 
| 
i 
| 


NC -1 MN SE dr 26 = rt = 8 
D'oup(B) = LEP 1-25 —320 - 15. 


2) X: 2 boules — le nombre de boules rouges 
X(Q) = (06; ; 2). 
cas favorables réalisant (X — 0) | probabilité 


| 


| © $5 
| © $i 


cuc d 3 f occu 
= pX c0) — 4945 ^^ wg Sw 30 
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| cas favorables réalisant (X = 1) | probabilité 
H 


[ cas favorables réalisant (X — 2) | probabilité é 


| $i 
10 9 | 
| 


SX 22-—xl-i. 
D'oà le tableau de loi de probabilité de X 


A-1) f est dérivable sur IR ( somme des fonctions dérivables ) 
Vx € IR;f' (x) = -2e* + 2e —] 


:—2e* +2e À < 0 
e 2(e3)?-2(e*)-1-20 


X=e* 

= 
2X? -2X-1=0 (A =1+2=3> 0) 
X=e* 

D — 
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Ainsi f(x) = 2e - 2e - 1-2(e* -E eos LES, 


—— 
<0 


D'où sig(f'(x)) = sig(e™ — a l 
ot H it e —x «€ In ER 


ex an ( £) (2 J 


: N 2 I 2 
Par suite f (x) 206 x € v TW ) Nommons a-in( 7 ) 


D'où le tableau de variatign de f 


- lim f(x) «lim [2e* — e?* - x] 


-lim |e*(2—e*- xe* )) = —00, 
X—-o0 CT 


- lim f(x) =lim [2e* - e?* - x] = —o. 


XL X—-c0 
2) festcontinue et strictement décroissante sur [Log2 ;1 ] 
=> f réalise une bijection de [Log2; 1] sur f([Log2; 1]) 


de plus f([Log2;1]) = [267 -e?-l i — In2] contient O 


D'où l'équation f(x) = 0 possède une seule solution a dans [Log2; 1] 
3)-f(x) = —x + 2e* — e?*); Vx e IR et lim [2e* - e] = 0 
X—+00 
D'où la droite D: y = — est une asymptote oblique à (C) au 
voisinage de +00. 


—X -2x | =X 
` lim LG) -lim 287-87 im [$£C2*e7)-1] 
X—>—00 X—>—00 x X—>—00 
= Jim [Sen m 1| = —o0 
X-+00 X 


— (C) possède une branche parabolique infinie de direction l'axe des 
ordonnées au voisinage de —oo. 
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B-1) o 6)—-g' ()-C-g/G)4 (bo)g" 9) «2p EC- a) 10 


(b-a)? 
= (b — x)g” corse ARR - x). 
Da- xola) aib aship aaa 82880 ODE T 


—g(b)-g(a)-(b-a)g (a)-[g(b) — g(a) — (b — a)g/(a)]-0. 


«N -g(5)-&(0)-b-b)gn (b) EPEA Rp 2o 
b- Comme g est continue sur [a, b] et g' est continue sur [a, b] alors 
ọ est continue sur [a,b] (1) 
Aussi g est dérivable sur ]a,b[ et g' est dérivable sur Ja,b[ alors ọ 
est dérivable sur Ja,b[ (2) 
(1) et (2) = il existe un réel c e]a,b[ tel que p(b)-p(a)=(b-a )p’(c) 
<il existe un réel c e]a,b[ tel que p’(c)=0 car ọ(b) = ọ(a)=0 


3) q'(c)-0 > -(b - o)g" (42 BHI —8() - (b "398 G) 1. 9. 


CE 
e -g"(0) +280) Eo = S- a)g(a) o 
OE OREO 
e» sb) - &(3) - (b - ieii = Le'o. 


C-1) s Pour tout x € ]Log 2, 1[ on a, h'(x)-f£ (x) < 0 
e vx € ]Log 2, 1[ on a h"(x)-f"(x)-[-2e^ + 2e?* — 1] 
= 2e * —4e7* = 2e *(1—2e*) 
Log2 < x < 1 & -1 < =x < -Log2 = Logt 
1 aL oppien 
> = -—2 ^ « —2e* < —2e 


-1 


Sel <e*< 
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€»0«1-2e?^«1-2e! 
D'où Vx € ]Log 2, 1| on a h”(x)>0 
2)a- désignons par T la tangente en M(t, h(t)). 
>T: y = h'(x - t) +h(t). 
Or l'axe des abscisses a pour équation y = 0. 
Donc le point d'intersection,d'abscisse t', de T et l'axe des abscisses 
verifi h'(t)(t' ^t) L h(t) = 0 e At ^t) = -h(t) 


b- On a h est deux fois dérivables sur tout IR et aussi h' est continue 
sur IR ce qui donne h vérifie les conditions de B- sur tout intervalle 
[t, a] avec te]In2,1[ 


— 3k e ]ta[ tel que h(a)-h(B (o-Ob' (4-9 rG 


ornoo d'ou iudei eo 
mm NC ig TS h”(k) 
Sie o TS T D b"(l) 
cer-a c " h”(k) 


c- + Comme Vx €ļ]Log2, 1[ on a, h'(x) < 0 et h "(x) > 0 alors 
eO h"(k) «0 carke Jt, a[ c]Log2, lL ett e]Log2, 1[ 
2 

e a+ TR <a et « a. 

t e]Log2,a[= h(t) > h(a) 2 0 carh est X sur ]Log2, af 
De plus h'(t) < 0 car t e]Log2, o[C]Log2, 1[ 
D'ou AD «0c BLU »0cet- h) 

h'() h'(t) h'(t) 
c» t' > t qui est superieur à Log2 
D'ou t > Log2. 
Bilan : Y €]Log2, af. 
3)a- x x, €]Log2, af ( par hypothèse ) 
— la proposition de récurrence est vraie pour n = 0. 
* Soit p € IN. Supposons que x, €]Log2, a[; montrons que 
Xp €]Log2, af .En effet 


>t 


h(xp) ; 
= xp ———— e]Log2,a[ d’ C-2/c-. 
Xn = Xp b (x,) ]Log2, a[ d'aprés c 
Conclusion :x et x => Vn € IN ona x, e]Log2, ol. 
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b- Vn € IN; xui — Xn = Eu > 0 
car xy €]Log2,a[c]Log2, 1[ donc h(x.) > Oeth'(xn) < 0 
Par suite la suite (x4) est croissante sur IN. 
De plus (xn) est majorée para D'ou (Xn) converge. 
@ posons L-lim xn. 


n+ 

h(x) 
h'(x)? 
Comme h' est continue et non nul sur [Log2, a] alors H êst continue 
sur [Log2, a]. 


$ Vn e IN ona xn e]Log2,a[— (L —-lim x.) € [Log2, a]. 


n-4oo0 


Désignons par H la fonction qui à x => x — -v xe [Log2, a] 


D'où H est continue en L. 
Xn+1 7 H(x\) 
(Xn) converge vers L => L est solution de l'équation H(x)=x 


H est continue en L 

h(x) h(x) 
ASE SE 2 0 
b) ^^ x) 

= h(x) =0=x=0 


Conclusion : lim x, = Q. 
n—+00 


-H)=xe x- 


4)a- pour ne IN 


Xn e]LogZ,a[ et x». = Xn — TAN 
21. !! 
= Jcn EJxn, al tel que nuc din (Ou) ( d’après C-2/b- ) 
2h (xn) 
€» Jcn elx,, of tel que xnu — à = A (x, — 007 


b- x d’après C-1/ on a Vx € ]Log2,1[ ; h"(x) > 0 
=> h est croissante sur [Log2, 1]. 
+ Vx € ]Log2, 1[ ; h"(x) = (2e* — 4e?*)' = -2e* + 8e?* 
= —2e*(l- 4e?) 
. Log? «x < 1 e» -1 < -x < Log 


e el<e*< i = —2 < -4e* < -4e 


€»-1«1-4e*«1-—4e' = —0,47 
Or 1 — 4e* < 0 donc h” (x) >0— h" est croissante sur [Log2, 1] 
Log2 < ca «1 => h"(Log2) < h" (ca) < h"(1) - 
( carh" /sur[Log2,1] ) 
€» 0 = 2e 1? — 4e 75? < h"(c,) < 2e7l-4e? ~ 0,19 
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D'où jh" (c,)| < 2e! — 4e? = 0,19 
Log2 < x, < 1 > h'(Log2) < h'(xn) < h'(1) 
( car h' 7 sur [Log2,1] ) 


= —$ 2e 2426 TK h'(xn) <-2e !+2e 2-1 +-1,46 


D'où -3 < 2h'(x,) < -4e! +4e 2-2 ~ 2,92 
> 1 1 1 
P te= < -= 
MR eT a ha) 3 
D erst ut I——á «| RIEN RET 
2h'(x,) -4e! + 4e? —2 4e! 4e? +27 
D'autre part |h" (c4)| < 2e! - 4e? « 0,19 
: h” (Ca 2e — 4e 2 
Ce qui méne a conclure que S L < PEE 
h” A 
c- On a Xn — 4 = Ta (xn — a)? | 
h” (cn) 2 | h” (cn) 2 
D nd — Qj = n— ere n — 
onc Ix +1 | 2h'(x.) (x a) 2h' (Xa) (x ) 


n 
Or A < 1 alors xat -a| < (xa — a)”. 
5) Montrons d'abord par récurrence que |Xn — o|€ (xo — a)? 
» [xo — a|€ (xo — a)? car 20 = 1. 


Y Soit p € IN; supposons que |xp — aj€ (xo — a)”; montrons que 
[Xp — a[€ (xo — a)" en effet 
pu — af< (xo a)? Or (xp-0)? < [(xo-a)° ] -(xo-0)?? 
D'où |xp+1 — af< (xo — a)". 
Conclusion : Yn € IN;|x, — o[€ (xo - à)? < (31x 102)? 
car [xo-a|« 31.10? 
D'ou Vn € IN;|x, — al< (31 x 102)”. 
Donc pour avoir [xa-o|«10^? il suffit d'avoir (31 x 102)? «10 
(31 x 102)? < 105 e In[G1 x 102)? ] < In[10] 
€ 2? In[31 x 102] < In[10] | 
-5 
iaa car (31 x 1077) «]J0,1[ 
In[10] ) 


— nern 001, €» nLog2»ln( — —2—— 
In[31 x 107] B T In[31 x 102] 


In[105] ) 


nC GIx107 
In2 


Conclusion il suffit de prendre no = 4 pour avoir 
n > no => |Xn — a]« 10. 


= 21 > 
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| 
ETES 


1) Soit ọ un réel de [-1,1] et z le nombre complexe défini par : 
Z = Lising t i(1— coso)] 
Déterminer, en fonction de 0. le module et un argument de z. 
2) Dans cette question, 0 est un réel de l'intervalle ]0, r[. Déterminer le 
module et un argument de chacun des nombres complexes suivants : 


z—i et z Z * (z étant le nombre complexe donné au 1) ). 


3) Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (0.1. 1). on 


considére les points M et N d'affixes respectives z — 1 et 5 z r 


Déterminer les ensembles décrits respectivement par les points M et 
N lorsque q varie dans l'intervalle ]0, n[. Représenter ces ensembles. 


PROBLEME | 


A- Soit f l'application définie sur IR par : 


1)a- Montrer que f est continue sur IR 
b- Etudier la dérivabilité de f au point 1 
2)a- Etudier les variations de l'application f et tracer sa courbe 
représentative (C) dans un plan P rapporté à un repére 
orthonormé (o. T T : 
b- Calculer l'aire du domaine limité par la courbe (C) et les droites 
d' équations respectives y =1, x=1, x=e. 
3) Soit ọ la fonction définie sur IR par : ọ(x) = Í : tf(t)dt. 
a- Ecrire l'expression de p(x) en fonction de x (x € IR). 
b- Calculer Lim o(x). 


X—+00 


c- Etudier les variations de la fonction ọ et tracer sa courbe 
représentative (C") dans un autre repère orthonormé du plan P. 
B- Soit n un entier naturel non nul et gn la fonction définie sur IR par : 
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gn (t) = t"sint. On pose In = T t. ga(t)dt . 
1/ Justifier l’ existance de In. 


2/ En intégrant par parties, calculer 7 t, cos(t)dt puis en déduire Ii. 
0 


n+2 
3/ Montrer que Vn € IN*;I,5 + (n + 2)(n + 3)IL,-(n + (1) 
4/ En déduire la valeur de I5. 
C- Soit h une fonction continue sur IR et V la fonction définie sur IR par : 
3 2 X x 
WG = CR h(t)dt six +0 
(0) = h(0) si x = 0 
1/ On suppose qu’il existe un réel M>0 tel que pour tout réel x et pour 
tout réel t variant entre O et x ,on a : |h(t)|€ M. 
a- Montrer que , Vx € IR* ona f^ t h(t)dt|x MŽ. 
b- En déduire que si h(0) = 0 alors T est continue en 0. 
2/a- Expliciter,pour tout réel x ,la fonction V dans le cas ou h(t)-sin?t 


2x? +1—2xsin2x — cos2x 
4x f 


b- Déterminer lim 
x>0 


| 


= J[2sin $ cos $ ti sin? 7)] 


x 
= sin +[cos + + isin +] m sin Se“ 25. 
n Xo den on? | 
-Q E€ [nn] e -7 < y < ? d'où sin(7) € [-1:1]. 
Premier car > 0 < 9 < n e 0 < E « Z. d’où sin(+) > 0 


par suite la forme trigonométrique de z est z= [sin($) * ] 
Deuxième cas: p = 0 oU 0 = TY 
=> z = 0 n'a pas de forme trigonométrique. 


Troisième cas :-1 < ọ < 0 e E < £ < 0 donc sin(+) «0 


2 
D’où z = [-sin +; n+2] 
2 8 z-i= Tising +i(l —cosQ)]-1- Zaina + i(-coso = 1)] 
29 

2 


Il 


1 EU, $9. 
5 2sin 7 cos 7 — 12 cos 


LES ME ico t 
cos [sin + — 1cos > 
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—-icos [cos + + isin + ]=cos E[cos(£-F)#Hsin(£ - &)] 
elus 0c c = cos+ > 0 
" $ 9" x 
D'oüz-1- [cs 2. E 
E 9? 9 2* 2 
77! (cos, - 5 


3) x Désignons par E- (M(z - 1) € P tel que ọ varie sur ]0, n [). 
8. ds : L 2 u 
z-i 5 Sinp+is( cos — 1). 
1 


X = 7 sino 


eoe Z 
y = L(-coso-1) 
pe Jon e 0 < sing < 1 0 < L sing < 


Ainsi 0 «x < Z 


M(x,y) € E & Jọ € ]0,n| tel que 


1 
2 


»pE ]0, r| = -1 < -cosp < 1 < -2 < -cosp-1 <0 
= -1« T(-c059-1) < 0 
€ -1«yc«0 


1 . 
X = > sno 2x — si 
3 2 x = sing 
y= Lcos - 1) -2y — 1 = COS 


Or cos?ọ + sin?p = 1 (2x)? + (-22y-1)?? = 1 
2 HD d 
œx+(y+t) 21 
1 
cl 
O<x< 2 


Conclusion E : -)«y«O0 


(00 [n6 3-1 
Nommons A et B les points du plan de coordonnées respectives 
(1. d et (0, -1). Désignons par le cercle de centre o(o; i 
et de rayon d: Enfin E est le demi-cercle de &d’extrimités O et B 
et passant par A privé de O et B. 
` * Désignons par F={N( z Z ; ) € P tel que ọ varie sur ]O, n[ L 


"zh ler Zl GS) 
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x = 0 
N(x,y) € F e» Jọ e ]0,n[ tel que " 


UNE CORRECTION DU : 


+ Soit f : ]J0,x[ — IR; ọ — tg+. 
f est dérivable sur ]0, n[ et V € ]0,rf; f(9)-J[1g?2-]0 


D'où f est continue et strictement 


croissante sur JO, z[ 


RU lha to). tim nell 


= 10: taol. 
Enfin quand q varie sur JO, 1[ on a -0,5 
y € ]0; Lal 1 
Conclusion: F est la demi-droite des 
: cn à x = 0 
ordonnées [Oy)\{O} d'équation 
y € J0;,+0f 


PROBLEME | 
L 


A-1)a- + f(1)=1, imi f(x)-lim (1)-1 et lim f(x)-lim 


xol x1* xol* 


x+Logx -1 
—X— l 


D'où f est R en 1. 
O f est continue sur ]-oo; 1[ (car elle est constante sur cet intervalle) 


G f est continue sur ]1;+c0[ ( quotient de deux fonctions continues ) 
Bilan : f est continue sur IR. 


E A 
X 


b- © lim 
xol- x-1 xol- 1 
x+Logx 
OR ES 1155 ha 
dm. x-1 ee bt -1 
Comme lim PES D +lim AA RU) alors f n'est 
xol iem 


pas dérivable en 1. 
2)a- - f est dérivable sur] —oo;1[et Vx €] — œ; 1[; f'(x) = 0. 
+ f est dérivable sur ]1; +o[ et Vx €]1;4oo[ on a 
uo O+- (Lom) _ 1-Logx 
a 
D'où Vx ell: *o[, sig[f (x)] = sig(1 — Logx). 
Ce qui nous permet de dresser le tableau de variation de f 
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X —00 1 e + 00 
f'(x) Des Oll: + 0 = 
l] +e! 
f(x) P di Bm 
1 =— |1 1 


X-+400 X—+00 X 


+ lim f(x) =lim L + DEE ] = 


— la droite d'équation y = 1 est une asymptote horizontale à la 
courbe de f au voisinage +00. 


y 


b- Soit A, en unité d'aire , l'aire de la partie considérée. 


— A = [£69 - Ddx = INE 1980 -1)&x 


E ! za XI d 
S fi Logx) Logx dx -[ 2 (Logx) IR 2 
3)a- p(x) = ['t(t)dt 

*Six«lonavte [x, 1];f(t) =1 


Donc (x) = f; tf()dt = f} tdt = [+e] N le " L 
‘Six > lona Yt e [1;x]; f(t) = +08. 
Done (x) = [Od = [ (++ Logt)dt 
X px vw (t)=1 > u(t)-t 
[1e] +Í Logtdt 1 
2 nd v(-Logt = v'(-c 
2l. Ll x _ fx 
= I. 2 + [tLogt]] [at 
sb ol u here 1 
=x z + xLogx x +1 7X x+ y +xLogx 
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eG) = Lx - À six<1 
. 2 2 
Bilan: 
ol = 4x? = x + À + xLogx six > 1 
ST: =Lim | D 
b- Lim ọ(x) Lim [4x G 
=Lim l «(1 -LiL, I )] = + 
X—+00 2 2x? 


c- f est continue sur IR — la fonction (x — xf(x)) est continue sur IR. 
Par suite la fonction @ : x — f i tf(t)dt est la primitive sur IR de 


fonction précédente qui s'annule en 1. 
=> q est dérivable sur IR. 


Vx < l;o'(x) = x 
Vx > 1;ọ'(x) = xf(x)=x+Logx > 0 (car Vx > l;Logx > 0) 


D'où le tableau de variation de ọ 


Lim o-Lim (x) 


TOO +00 
lt 


=> la courbe de q possède une branche parabolique infinie de 
direction l'axe des ordonnées au voisinage de —oo. 
: Lim Du) —Lim DE -44 TR 31 = +00, 


X00 xX+00 


— la courbe de @ possède une branche parabolique infinie de 
direction l'axe des ordonnées au voisinage de +00. 


B-1/1 = Í t.ga(t)dt et gn(t) = t"sint. 
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La fonction qui à t ^ tg, (t) est continue sur EIS par suite sur [0; + 


>L -[z t. gy (t)dt existe. 
R à ja nOi ( u’ (t)=cost > u(t) = sint ) 


v(t) =t v(t) 2 1 
= [tsin(t)]g 12 = [2 2 sint. dt-5- osa es v -]. 


li = [2 t. gi(t)dt 
E j? enit di u(t) 2sint > u(t) = —cost 
? v(t) =t? » VU = 2t 
"T. TE Ñ F iNe 0e 
[t cos] «2j. Egea 0+2(2 1) n — 2. 
3/ Yn € IN*;Im2 = f? t. gm2(t)dt = 1.7 tint dt 
uj(t) =sint > w(t) = -cost 
vit) = t” »  vi(t) = (n2 3)? 


=ar” cos(t) l2 + (n +3) js t"? cost. dt 
uj(t) = cost >  u»x(t)-sint 
vo(t) = t"? » vi(t) = (n+2)t"1 


=(n + D| te ani - (1 +2) K t?*! sint. à | 


n+2 
= (n+3)( TZ —(n+2)(n+3)l 
G ) n+2 
Signifie que laz + (n + 2)(n  3)1, = (n+3)(Z) 


4/1; = y = (14 (4) -(*2)0 +3) = T - 12(n-2) 
C-1/a- Soit x € IR*. 
Six > Oalors |f? t. h(t)dtis < [It h(oldt = [^ holdt. 
Or Vt € [0,x] on a [h(t)|€ M d'ou vt € [0,x];tlh(t)[< Mt 


Par suite ^ th(t)|dt < [^ Mt. dt = M M wh -MX. 


En conclusion lT t. h(t)dt|« MX (par transitivité de l inégalité ) 
0 2 


; x 0 th -0 
Si x < O alors |f t h(t)dtj= |f. th(t)dt< f It bOd = 
Or Vt € [x, 0] on a |th(t)|- —th(t)|z -tM 
=> Ñ |t. h(t)|dt < f -tM á-M[-Le] -MX. 
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D'où |f^ t. h())dis MX. 
Bilan : Vx € IR°,on a |[^ t.h(t)dt« MX. 
b- Supposons que h(0) = 0; montrons que T est continue en 0. 
+ h(0) = 0 = (0) = 0. 
- Vx € IR, (x) = £f Md 


= Vx € RYG = |2 £e Q = [7] “t h(t)dt| 
Or Vx € IR*, ht NDS < MX- 
D'oà Vx € IR*, Z- É t "WP £. Sa = Mix. 


Ainsi Yx € IR* Go) € MKXx|. 
De plus lim [M|x|] = 0 
x—0 
Alors lim V(x) = 0 = V(0) = T est continue en O. 
x0 
2/a- h(t) = sin?t 
+ V(0) = h(0) = sin?0 = 0 
Vx e IR”, (x) = Z f tsin'tdt = £1, t(1 — cos2t)dt 
u(t) 21-cos2t > u(t) =t- + sin2t 


v(t) =t »  v(t)2l 
[E psa) T - 67 basi 
x [[: t 2 sin 2t li IS t 2 sin 2t }dt 
dex d goes E T x 
x E z Xsimn2x E + 4 cos 2 | | 
— 2x?+1 —2xsin2x - cos2x 
4x l 
b- lim 2X *1-2xsin2x — cos2x Jim (x). 
x20 4x x20 
Or h(0) = sin?0 = 0 et Vx € IR;|h(x)| = |sin?t| € 1 
D'où, d'aprés la question précédente, ¥ est continue en 0. 
=> lim V(x) = V(0) = h(0) = 0. 


x20 


il 


Il 
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BAC 1995 SESSION PRINCIPALE 


(6 points) 


Dans le plan orienté, on considère un carré ABCD de centre O tel que 


——— 

praem aru d T E Kane . 
(AB; AD } = El [2n]. On désigne par I et J les milieux respectifs de 
[AB] et [BC]. 


1/a- Montrer qu'il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B 
sur D. Caractériser f. 
b- Soit g l'antidéplacement qui envoie A sur C et B sur D. 
Déterminer (g < f}(C) et (g < £f) (D). Caractériser g o f. 
c- En déduire la forme reduite de l'antidéplacement g. 
2/ Soit S la similitude directe qui envoie A sur B et D sur I. 
a- Déterminer le rapport et l'angle de la similitude S. Construire le 
centre Q de S | 
b- Déterminer les images des droites (AC) et (CD) par S. 
En déduire que le triangle OQC est rectangle. 
c- Déterminer l'image du carré ABCD par la similitude S. 
d- Montrer que les points A,Q et J sont alignés. 


a 


On dispose de deux dés en apparence identiques dont l'un est parfait et 
l'autre truqué. Les faces de chacun d'eux sont numérotées de 1 à 6. 


Avec le dé truqué la probabilité d'obtenir la face portant le chiffre 4 lors 


d'un lancer est égale à E 


1)a- On lance le dé parfait trois fois de suite st on désigne par X la 
variable aléatoire donnant le nombre de fois où la face portant le 
chiffre 4 apparait. Quelle est la loi de probabilité de X ? 

b- On lance le dé truqué trois fois de suite. Quelle est la probabilité 
d'obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 ? 

2) On choisit au hasard l’un des deux dés, les-choix étant équiprobables, 
et on le lance trois fois de suite.On considére les événements suivants : 
A : "obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 ". 

B :”choisir le dé truqué et obtenir exactement deux fois la face portant 
le chiffre 4 ". 
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C :”choisir le dé parfait et obtenir exactement deux fois la face portant 
le chiffre 4 ". 

a- Calculer la probabilité de l'événement B. 

b- Calculer la probabilité de l'événement C. 

c- En déduire la probabilité de l'événement A. 


PROBLEME || (10 points) 


A-1) Soit la fonction o définie sur IR par ọ(x) = e*(2 - x) - 2 

a- Etudier les variations de 0. 

b- Montrer que l'équation q(x) = 0 admet dans IR exactement deux 
solutions. On notera a la solution non nulle et on vérifiera que 1«a«2. 

c- En déduire le signe de Q(x). 

x2 
2) Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = e* -1 
0 si x = 0 


six + U 


a- Montrer que f est continue sur IR. r 
b- Monter que f est dérivable sur IR et que :Pour tout x € IR* ona: 
roga 2969 — 
(e* - 1) 
c- Montrer que f(a) = a(2 — a). 
d- Etudier les variations de f, puis construire la courbe représentative 
de f dans le plan rapporté à un repére orthonormé (o. i, i) 


( pour la construction on prendra a = 1,6 ). 
3) On considère la fonction F définie sur IR* par : F(x) =Í . f(t)dt 
a- Justifier l'existence de F(x) pour tout réel positif x. 
b- Montrer que F est continue et strictement croissante sur l'intervalle 
I = [0, +f. 
c- Donner la forme de l'intervalle F(I). 
4) On considère la fonction G définie sur IR* par : GGO-[;. t’e ‘dt 


a- Justifier l’existence de G(x) pour tout réel positif x. 
b- A l’aide de deux intégrations par parties, calculer G(x) puis montrer 
que G admet une limite en +œ que l'on précisera. 
c- Montrer que : Pour tout t € [Log2,+00[ on a f(t) € 2t?^e *. 
et en déduire qu'il existe un réel positif M tel que: VxeIR*;F(x)zM 
d- En déduire que lim F(x) € M. 


X—+00 


( Dans la suite du probléme on posera L =lim F(x) ). 
X—>4+00 
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B- Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul. 
1)a- Montrer que pour tout réel strictement positif x, on a : 


—nx 
=e*+e X*X+, qeu + E 
e*—] e* -1 


b- Montrer que Vx € IR*;0 < R f(t)e""dt < 


c- x étant un réel positif, calculer I,(x) = f | te "tdt. 


| a(2 — a) 
E REEL 


d- Montrer que In (x) admet une limite lorsque x tend vers +o. 
2)a- Montrer que Vx € IR* ona: S I (x)-F(x) — IR f(t)e "Td 
En déduire que la fonction H, définie sur IR* par : 
H,(x) = R “f{t)e "tdt admet une limite 0, lorsque x tend vers +00 
vérifiant L-{, = = 2(1+- se el. gl 1) 


b- En utilisant le resultat id à » auz B-1)b-,montrer que la 
suite (05), em» converge vers 0. 


c- Soit (un Justus la suite définie par : un=1 + 2s + i fs eL 
Montrer que cette suite est convergente et a pour limite le réel L’ tel 


que L=2L”. 


UNE CORRECTION POSSIBLE 


Ses LT 


1/a- AB=CD+ 0 
— il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B sur D. 


fA) = C 


PES LR. 
=> ( AB;CD } =n [2r] estl angle de f 
f(B) = D ( ) 
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D'où f est une symétrie centrale de centre A«C-O car f(A) = 
Ainsi T = So 
b- - (go X(C) = gIf(C)] = g(A) = C 
: (g ° f)(D) = g[f(D)] = g(B) = D 
g est un antidéplacement et f un déplacement 
=> g o f est un antidéplacement. 
De plus g < f fixe deux points C et D alors g » f = S(cp) la symétrie 
axiale d'axe la droite (CD). 
c- g o f = Sp) €» go So = Sip) e» g = Sen) 6 So 
>g S (CD) o Ston o Son car (OJ)1 (OI). 
€» g=tæoS(on car (CD)//(OJ) 


— K 
Comme CB est un vecteur directeur de (IO) alors tcg ° S(on est la 


forme réduite de g. 
LAB 


2/a- S(A) = et S(D) = I = AD AD z est le rapport de S. 


A)-B 7 
tes SCA) => (AD; Bİ) est langle de S. 


S(D) =I 


GBA) Bi) = (aas) AB) + CE) Bi) [2x] 
= Tm L - CS [21]. 
Ainsi S est de rapport i et d'angle PE 


+ Construction de Q le centre de S. 
LC SEEN 
*S(A) =B => (0A, 0B) =Z pu] 
r neor e EE RES 
e LOA QB) = (0&0B) [21] 
= € € au demi-cercle AOB du cercle de diamétre [AB]. 


T LAM 
+*S(D)=1= (ODi) < Z [21] 
_ = Q € au demi-cercle de diametre [DI] et tel que QDI 
un triangle direct. 
b- L'angle de S est - donc : 
* S((AC)) est la droite perpendiculaire à (AC) passant 
par S(A) - B —2S((AC)) = (BO) car ABCD est un 
carré de centre O. 


+ S((CD)) est la droite perpendiculaire à (CD) passant 
par S(«D) =I  —S((CD)) = (IO) car (IO) est 1 à (CD). 
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{C}=(AC) n (CD) {S(C)}=S((AC)) n S((CD)) 


= (BO) n (IO) ={0} 
D'où S(C)-0 


=> (00.00) = S [21] = le triangle OQC est rectangle. 
c- {B}=(AB) N (BC) &(S(B))-S((AB)) n S((BC)) 
Œ S((AB)) est la perpendiculaire à (AB) passant par S(A) = B 
S((AB)) = (BC). 
Z) S((BC)) est la perpendiculaire à (BC) passant par S(C) = O 
-»S((BC)) = (OJ). 
D'où {S(B)}=(BC) n (0J) ={J} | S(B)-. 
Bilan : S(ABCD }=BJOI qui est un carré. 


RENNES PSS EN 
d- (OA) - (re) + (B) [2x] 
- v: + 5 [2n] car S(A) = Bet S(B) =J 


=n [2x] 
D'où les points A,O et J sont alignés. 


1)a- Posons S l'événement avoir la face portant 4. 
X : 3 lancées — nombre de S 


Comme les lancées sont indépendantes alors X suit une loi Binomiale 
de parametres n = 3 et p-p(S) = l ( car le dé est parfait ) 

AIDS po =1) = (4) (4) 
D'où : Vk € 40; 1;2;3},p(X = k) YL 1 ) : ) 


b- Posons E: avoir exactement 2 fois la face portant 4. 


cas favorables de E | probabilité 
(aa |: 
ic car on lance le dé truqué. 
GPS RBT | 335 
s 1 
Dop) | 533 
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= pE) =3x £ = 


2) Nommons : D l’événement avoir le dé parfait 
D’ l'événement avoir le dé truqué 
a- B=-DME = p(B) = p(D') x p(E/D') 
-1«2-1 
- 3-1 
b- C=DNE = p(C)-p(D). MED) Ce Ve ] 
1 1 5 


= > x3 x -=> x = = 25. 


2 36 6 144 
c- A=(D'NE)U (DNE)  BUC 


D'où p(A}=p(B) + p(C) = L + — =L car BNC 


9 ' T44 48 
PROBLEME | 


A-1)a- ọ est dérivable sur IR et Vx € IR; ọ'(x)=e*(2-x)-e*=(1 — x)e* 
=> Vx e IR;sig(q(x)) = sig(1 — x). 
D'où le tableau de variation de 0 


- lim ọ(x) =lim [2e — xe* -2 | = —2. 
X2—o0 X--—o0 bino 
: lim ọ(x) =lim [e*(2- x) -2] = - 
X+00 X00 
b- - 0 est continue et strictement croissante sur] — co; 1] 
= 0 réalise une bijection de] — œ; 1] sur] —2;e-2] contient O 
= l'équation p(x) = 0 possède une seule solution dans ] — œ; 1]. 
Comme @(0) = e?(2—0) -2—- 2-2 = Oalors O est la 
solution précédente. 
- ọ est continue et strictement décroissante sur ]1;-+co[ 
=> ọ réalise une bijection de ]1;+c0[ sur ] — oo;e — 2] contient O 
= l'équation ọ(x) = 0 possède une seule a solution dans ]1; +f. 
Bilan : l'équation p(x) = 0 possède exactement deux solutions 
l'une est O et l'autre a. 
€ xx «0 = q(x) « p(0) 20. carpest sur] —o;1] 
kO<x<1— p(0) =0<p(x) carpest 7 sur] —oo;1]. 
*l«x«a- çp(x) > pa) =0 carpest X sur ]1;, +f 
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xx >a => (x) < p(a) =0 car est, sur ]1;+[ 
D'où le tableau de signe de o(x). 


X -00 0 a +00 
signe& (x)) - + - 


2)a- la fonction qui à x — x? est continue sur IR et celle qui a x +> e*-1 
est continue et non nul sur IR* | 


D'où la foction f : x + SE j est continue sur IR". 
E - x? ] J; x BE UNE £T 
porco irc D 
X 


— f est continue en O. 
Bilan : f est contnue sur IR. 
b- la fonction qui à x — x? est dérivable sur IR et celle qui a x ^ e*-1 
est dérivable et non nul sur IR* 


2 ; 
D'où la foction f : x — —X- j eat dérivable sur IR*. 


Jim £9 £O) im À 21 
x0 X7- e*-1 


x0 
X 
= f est dérivable en 0 et f'(0)-1. 


xVxeIR*f()- 8$ —2 X € X0 X) 2) 


(1? ©  (e-1?  (e-1) 
2 
ef()-—S—-. — Oro(a)-0 c» e 2 -a) - 2-0 es e'- G 2 3 
Ainsi f(a) zx PINE SETS COE = a(2 = a). 
(2-a) (2-a) 
d- Vx € RD E => Vx € IR*;sig[f (x)]=sig[ixọ(x)] 
> 


En tenant compte du signe (x) et de x, on obtient le tableau 
suivant de variation de f 


: lim f(x) =lim [ x^ ] = —o car lim e* = 0. 


Xx e 
X——00 X——0c0 e 1 X-—00 
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: lim f(x) =lim [ 


X->+-00 X+00 


x2 
e*-] 


X0 X i 
x? 


. e* . em S 
car lim = =]im um = +00. 
xo4o X X00 Xo s 


=> la droite d'équation y = 0 est une CPU à Cr au voisinage 


de +o. 
. fx : 
- lim IG. ) =lim [ X pe => Ct possède une branche 
x>- ko LE] 
ne infinie de direction l'axe des ordonnées au voisinage 
de -oo. 


3)a- f est continue sur tout IR 
=> elle est continue sur tout intervalle [0, x] avec x € IR*. 
=> Vx e IR*F(x) =f? f(0dt existe. 


b- Vx € IR*; F(x) =f% (dt S Fest la primitive sur IR* de f 
D'où F est dérivable sur IR* 
=> F est continue sur IR*. 

Vx € IR}; P(x) =f) 

=> F est strictement croissante sur IR*—I-[0, +o[. 
c- Fest continue et strictement croissante sur I-[0, +co[ 
5S F([O,+00[) = [F(0), lim F(x)[= [0, lim FGO[. 
X00 X—>+00 


4)a- La fonction qui à t — te”! est continue sur tout IR 
donc elle l'est sur tout intervalle de IR de bornes Log2 et x de IR* 
=> VxeIR*';G(x) = f *  t2e-tdt existe. 
Log2 
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b- Vx e IR* 


! rane "T UN — 
Gel era | "9 ui NE: 
i v= >  vi(t) =2t 
= [et] +2 ae dt 


u(t)=et > ux(t)—e* 
vo(t)-t >» v(t)=1 
= —x?e* + e™?(in2)? + 2f [-te7 Rd Is. - etat | 


= -x2e* + e?(In2)? — 2xe™ + 21n2e 4"? + 2[-e t]* 
= -x2e* + 1-(n2) -2xe* +In2-2e*+1 ` 


ln 2 


In2 


= -x2e * — 2xe * — 2e * + L(In2)? t In2 4 1. 


+ lim G(x)-lim (—2e* - 2xe * — 2e*)+E (In 2)? +1n2+1 
X+00 X—>+0 
( on pose X = -x; quand x > tan. X > —œ) 
-lim [-X2e* +2Xe* — 2eX] + I(mn2» + In2 + 1. 


X>- 


X 2 
= — lim | Xe2 ) + +(In2)° -in241 
X2-oo 
(car lim Xe* = Oet lim e* = 0) 


X2--o0 X2-oo 


T y21.4..L 2 -X 
lim [Qye?]* 7 (n2) *In241 avec y 
= + (In2)* +In2+ 1. 


c- Vt € [Log2, &oo[ on a : 
f(t) - 2t?e* = el L3 2e* | = e[ 1 - 2e (e' - 1) | 
e 


t—1 eí-1 
_ #2 -1+2et 
: R et—1 l 
-t > Log2 + -t < Logt e et< i € 2et-1<0. 
t2 Log2 t? > Oetet-1 >0 
D'où f(t)-2tet < 0 e f(t) < 2e". 
& Soit x € [Log2,--oo[ ona 
Vt € [Log2, *oo[; f(t) < 2t?e* 
> fi, Od < 2]. te dt 
x Log2 
Or F(x) = f, Od = f “fdt f 2 KOdt 
D'où F(x) = f. 5 f(Odt + f. AOC E F(Log2) + 2G(x) 
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:—-x?e* — 2xe * - 2e* < 0 
e G(x) < 1 (n2)? +in2+1 

€ F(Log2) + 2G(x) < F(Log2) + 2| 1 (In2)° +In2+1 ] 
Par suite Vx € [Log2, *oo[; F(x) < M avec 

M = F(Log2) + 2| 1 (In 2)? +In2 + 1] 
G F est croissante sur IR* 
— Vx € [0;Log2] ona F(x) < F(Log2) x M 
D'où Vx € [0;Log2] ona F(x) € M. 

En bilan: Vx € IR';F(x) < M. 


d- On a déjà F est / et majorée donc elle possède une limite finie. 
Comme Vx € IR*;F(x) < M alors lim F(x) < M. 


X—+00 


B-1)a- Vx € IR? 
e* +e xe = e™[1 + e* + e* L eUI) 
= e*[1- (e*) + (e*)? &...« (e) 07? ] 
Comme x > 0 alors e'* < 1. 
„1-6 _ dc (e 
pee e^*(e* — 1) 
t >n eT 
^" e&-]1 e*-1 


1 A 1 -Xx -2x -nx e? 
ignifie que =e*+e *+.,.+e"Xx + ; 
Sig SM e*—-] e* — S 


D'oüe* +e * +... 4e ?*—e^ 


b- Vt € IR*;0 < f(t) < f(a)-a(2-a) car f(a) est le maximum de f 
= Vt € IR*;0 < f(the " < a(2-a)e™. 
= Vx e IR*;0 < f^ f(Dedt < a2 a) f. "edt. 
Signifie que Vx € IR+;0 < IR f(t)e "dt < a(2 — a)| -de gu 
e vx e IR*;0 < f fedt < aQ - a) 1 - Le E 


D'autre part -lew «0e lle < 1l 


Conclusion : Vx € IR*;0 < f f(t)e "dt < ——- 
c- x étant un réel positif 
x (t) 2 et => u(t =l ga 
I,(x)-[, tre "dt utt (= 
vit) = € » v(t)=2t 
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k —en s 
H TTL 
va(t)=t — VRUD = 1 

L ns i2 d -n A 1 X -n 

miii eni 2[[ nte dE tat] 

PEN 15x22: —nx 2. -nt ]? 

= nte "i + [ ze Ji 

m oc dd we Run << 

Y L 1 24,-nx 2 -n 2 ex 2 
d- lim 1,6) -lim L ner Lem à ] 
( On pose X=-nx ; quand x — 2 X — —o.) 
= lim Cx + H KOT - Lex) + 2 
n n 


X——00 
— + lim (2e? x 4 + 2-2 car lim ye*-0. 
X—-00 n n y——00 
-nt 
2)a- Vt € IRL = et +e +, Len + m 2 
: 24-nt 
donc Vt € IR, ; "m i tette +. uet. L 7 
D’où Vx € IR*, 
i t2 H 12 4 X 2 .-2t X 2 nt x (ent 
IN erdt, te dts f Pe? dte. e pedt + fi te dt 


e» f; fOdt = 11%) * 209 +.. +a (x) + [fe "d 
e F(x) - f fedt = S. I(x). 
+ H = f; fedt = F(x) - 37, Ls) 
Or F(x) possède une limite en + et chaque I, possède une 
limite quand x — +o. Alors H, (x) possède une limite en +0 
H, (x) = F(x) - ie ikk) 
lim H,(x) -lim F(x) -lim bo 1.69] 


X—>+00 


= Du = L-Y* NC 1.69) 
1 1 l 
e Ua = L L = L-? D m) 
b- Vx e IR*:0 < IR f(t)e "dt < BOE (d'aprés B-1)b- ) 
H,(x) de plus lim 1 =0 
n2-o 
= lim H,(x) = 0 clim 0, = O. 
n+00 noo 
X) pee Nm glo s'en ie. 
c€- L — Da 2(1+L +4 +4 Ide, > un z4 la) 
Or (la) converge et lim un = 1 (L-1im hiers 
noo 2 noo CNN 


"c EC —————M———ÓPHÉRÓÁÓ 
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—— CONTROLE 


On concidère dans un plan orienté ,un triangle équilatéral ABC de sens 
direct. On désigne par I et J les minlieux respectifs de [AB] et [AC] et 
par D le symetrique de A par rapport à C. 

1/ Soit f l'antideplacement de P tel que :f(C) = A et f(A) = B 
Montrer que f est une symetrie glissante dont on déterminera l’axe et le 
vecteur 

2/ Soit g la similitude directe telle que :g(B) = D et g(I) = C 
Montrer que g(A)=A et determiner les élements caracteristiques de g 

— — — 
3/ Soit Q le point définie par OA + 2QI = O. 
a- Justifier que f o g est une similitude indirecte. 
b- Determiner (f » g)(T) et (f » g)(A). 
— — 
c- Verifier que OB + 20A = O. En deduire que (fo g)(Q) = Q 

4/a) Determiner le rapport de la similitude (f o g) 

b) Montrer que l'axe de la similitude (f o g) est la perpendiculaire en 
Q à (AB). 


HORS PROGRAMME 


PROBLEME | 


I- Soit f la fonction définie sur U) 1 ] par : 
ice em six c]0l] et f(0)-0 
On se dire is cette partie de faire l'étude de f et de tracer sa 
courbe (C) dans le plan rapporté à un repére orthonormé (o. T, 1) 


( on prondra 6 cm pour unité de longeur ). 
2 
1) Soit ọ la fonction définie sur ]0, 1[ par q(x) = Logx + de 
a- Etudier les variations de et préciser ses limites en 0 et en 1. 


b- Montrer que l'équation ọ(x)=0 admet une solution unique a &€]0,1[ 
EN L 
et que 4 «ax 3 
c- Donner le signe de ọ(x) pour x €]0, 1[. 


2)a- Etudier la continuite et la dérivabilité de f en 0 
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b- Calculer f (x) pour x €]0, 1] et noe rase 
pour tout x €]0, 1[ on a f(x) = da "E ——— oh). 
c- Donner le tableau de variation de f et construire la courbe (C) en 
précisant les tangentes aux points d'abscisses 0 et 1. 
II- On se propose dans cette partie de calculer une valeur approchée de 
l'aire de la partie E du plan délimitée par la courbe (C) et l'axe (x'x). 
Pour cela on est conduit à chercher une valeur approchée de l'intégrale 
e f(x)dx. 
1) Pour tout entier n 21,0n considère la fonction gn définie sur IR* par: 
£n(t) = -t'Logt sit>0 
8n(0) = 0 
a- Prouver que, pour tout n > 1, g, est integrable sur [0,1]. 
On définiealors la suite (un), i. par Un = IÑ Bn(t)dt. 
b- Soit Gn la fonction définie sur [0, 1] par : 
t"*!Logt A (pH 


Gant) =- — si t €]0,1 
Dec TRE 0,1] 
G4(0) = 0 
Montrer que Gn est une primitive de gn sur [0,1]; en déduire un 
et limun 
no 
2) Soit n € IN et t un réel quelconque. 
a- Montrer que pour tout réel t , on a : 
t 3445 pOur) m) (253 
-t-t-c-0-..4(-1)t^" + DT ——. 
l+t? CD CU 1 +t? 
b- Montrer que pour tout t € [0,1] on a: 
(-1 js 


f(t)-gi(t) — gs(t) + gs(t)..- (71) gana (t) + T gmlt) 

( f désigne la fonction définie dans la partie I- 1. 
c- En déduire que I=u1-u3+u5s+...+(-1 )"U2n+1+(- pe ps sant) LA dt 
3) On pose Sa = u1 ~ us T us +...+(-1)"umu pour n e N 

a- Montrer que Vn € IN on a |I - Sa| € usas. 

b- En déduire que lim S, = I. 


n+00 
c- Déterminer un entier no tel que | - S4| < 107. 
En déduire une valeur approchée, à 10-2prés , de I et une valeur 
valeur approchée, à 10-?prés de l'aire de la partie E. 
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UNE CORRECTION Possrmr x 


1/ f est antidéplacement donc f soit une A. ] 
symétrie axiale soit une symétrie glissante C D 
Supposons que f est une symétrie axiale 
alors fof = Idp ( l'identité du plan) 

or (fo f)(C) = f(A) = B + C ce qui est absurde 
Donc notre supposition est fausse par suite f est une symétrie glissante. 
Désignons par V le vecteur de f et par A son axe . 

(fo f)(C) = B donne que 2Ẹ = CB ( car f o f est la translation 


de vecteur 27 ). 


D'où Y = CE. 
= À A = ^ 
f(C) T *C=Je SASi 
f(A) - B AxB=IleA 


Conclusion : f est d'axe (IJ) et de vecteur lc 


2/1- A*B & g(I) = g(A) + g(B) (carg conserve les milieux ) 
= C-g(A) +D 
<> g(A) est le symétrique de D par rapport à C 
€» g(A) = A. 


* g(B)-Detg(I)-C = TC = AG = 2 est le rapport de g. 


M AN - 
*g(B)-D et g(1)=C = (Bi, DC) est une mesure de l'angle de g 
YOU un cg Pi ue 
(Bi.pC) = (BLAT) " (ALAC) " (ACDC) [2x] 
an+ d [2x] = ks [2x] 
Conclusion : g est la similitude directe de centre A, de rapport 2 
et d'angle T. 
3la- festune similitude indirecte et g est une similitude directe 
= fog est une similitude indirecte. 
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b- - (fog)(l) = f[g(])] = (C) = A. 
+ (Fo g)(A) = ffg(A)] = f(A) = B. 
c- QA + 201 = 0 e OB + BA + 20A + 2AÏ = 0 


— — 9 
1-0 


— — 
-<> OB 220A + BA +2 
V—————À4 
— — > 
Comme I = B x A alors BA + 2AI = O. 


2 — > 
Ainsi OB +2QA = 0. 


+ Posons Q’ = (fo g)(Q). 


X = (feg)(Q) 

fo I = À —3À ——3 

00 = Q'B42Q'A- 0 

(f»g)(A) = B T 
Radel (car f » g conserve l’équipollence) 
de B €» Q est le bary. de (B, 1) et (A,2) 


— — > 
Or OB + 20A = O = Q est le bary. de (B; 1) et (4,2) 
Par suite Q’ = Q. 


4fa) f est de rapport 1 et g est de rapport 2 
= (fo g) est de rapport 2x1 = 2. 


— — > 
b) - OB - 20A = O >Q e (AB). 
«(fo g)(0)2Q > Q eàl'axe de f» g ( car il est le centre de fog) 
* Soit N un point de l'axe de f 0 g different de Q. Désignons par 


N’=(f 0 g)(N). 
. B < end —3 
D'oü d’après la propriété caractéristique de l'axe on a OON'-20N 


LOA ON) = BG ) [2x] ( car f o g est une similitude 
indirecte par suite elle change les mesures des angles orientés 


en leurs opposées ) mer 
———— 
Donc (o&,oN) - -(0&, 20N) Dr] 
—— —— 
es LOS. ON) - -(p&.o4) S (Ga 20N) [x] 
——— ——— 
= (GA, ON) = 1 — LOS. 09) — (oN, 20N) [2r] 
r ———— 
= 2(QA, ON) z-m [2x] car (oN.20N) =0 [mn] 


> (RN) =-2 mj 
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D'où l'axe (ON) de la similitude (f » g) est la perpendiculaire 
en Q à (AB). 


I-1)a- ọ est la somme de deux fonctions dérivables sur ]0, 1[ 
donc 0 est dérivables sur ]0, 1[. 


E T ss 1 , 2xQ - x?) L 2x(1 mt 
a -x2 
De: S (14 x2)? 
(1-x2)? C 1+x)?(x+ 1)? 
D'où le tableau de variation de @ 


ch x 
X 


lim o=lim (Logx4--Lt x^) 
]-x? 


jt x20* 


—-o0 


lim ọ =lim Logx+-” Lx x) 


1 LOR 


= +00 


b- 6 est continue et strictement croissante sur JO, 1[ 
= q réalise une bijection de ]0, 1[ sur ọ(]0, 1[) =] — 00,+co[ 
qui contient 0 
=> [l'équation p(x) = 0 possède une seule solution a dans ]0, If. 


FORO B = -0252 <0 
-o( -) «0,1515 0 


inr obs L Jl L 
Ainsi o(1-) « tal « o(1-) >47 <a <7 
car ọ est strictement croissante sur ]0, 1[. 
P 
c- - Soit x €]0, a] ona: 
0« x «a Ó ox) < ola) = 0. 
* Soit x ea, 1] ona : 
acx«1250- pa) « o(x). 
D'où le tableau de signe de (x). 
X 0 x 1 
signe (x - * 
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x Le = ELEME 
2)a- DX nm f(x) gen E — Y = 0 = f(0) 
= f est continue à droite en 0. 
| fe) - f(0) —Logx 
- -0 pues l+ x? 
f n'est pas vum à droite en 0. 
_ (Los + xi)a t x?) — 2x(xLogx) 
(14 x2)? 
_ (Logx + 1)(1 + x?) - 2x?Logx 
(1 +x?) 


__x2-1 (Lo gel: LS 1 - x? 
(12x RE 103 (L ed, 


= +00 


b- Vx €]0,1[; f(x) = 


c- Vx €]0,1[; f(x) = F > —— p(x) 
=> Vx €]0,1[; sig[f (x)] = -sig[p(x)] car vx €]0, 1[; x?-1«0 
D'où le tableau de variation de f 


im f(x) — f(0) 
x20* X — 0 
demi-tangente verticale en son point O(0, 0). 


= +00 => la courbe de f possède une 


y 
1 


II-1)a- Pour tout n > lona: 
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- la fonction gn est continue sur ]0; 1] car elle est le produit de 
deux fonctions continues sur ]0;1] . 
-lim 8a (t)=lim [^t .tLogt]-0=g1(0) car B [tLogt] = 0. 


t20* 
=> gest connie à droite en 0. 
Donc: gn est continue sur (0; 1] — gn est integrable sur [0,1]. 


b- x la fonction qui à t — Logt est dérivable sur ]0; 1] aussi celle qui 
à t — t"*! est dérivable sur ]0; 1] 
=> la fonction Gn est dérivable sur ]0; 1] 
D'autre part Vt €]0; 1]; 
G; (t) = -— l (n d DtLogt & mL ] S 
S n+l t (n 4 1)? 


= -t"Logt = gn(t). 
sli [So Ro L lim | - Ee ect =0=g,(0) 
t=0+ —0 t-0* n+l (n + 1)? 
— G, est dérivable à droite en 0 et Gi (0) = = ga(0). 


Bilan: x et «— Gn est une primitive de gn sur [0,1]. 
1 


Qu, = f, ga(t)dt = = Gn(1) - Ga (0) = 4 De 


> lim un =lim S 
N->+00 f-++00 (n + 1) 


2) Soitn € IN ettun réel quelconque . 
n+l (7072 


a- t-t 4U t... (7I ngon + -1 —MH 
( ) ( ) 1 t2 
n+1 opes 


LO + (42) +42) ] + CD ue 


(02 nl 
i-e (D C car -t? + 1 


1 — (2?) 
" t- t(-1 jet as ge peu C2 = t 
LL LL lL 
b- Pour tout t € [0,1]on a: 
3 


2n+ 
LD LD +. (L + LIRE L 
(1) c1) s 


1+t? 
3 
-Hos =-Logt| OL + CO)" 477 ] 


En distribuant (-Logt) sur chaque terme de la sommation 


On obtient : 
_pan+l 
f(t)-g1(t)-gs(t) + g5(t)+...+ C7 D" gas (t) + e (t) 
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c- En intégrant l’égalité précédente de 0 à 1 on obtient : 


[rat = [Lex (Odt-[; es (dt. (10) [7 sanw dt 
1 £2n«3(t) Bas at 


€» [2u; - u5 + us +. c 1)" U21 + (— pe Y 0 


3)a- On a d’après II/2)c- 


I = u; - us * us +...+(—1) "un + CR Ens) B7 qt 


S I= S+ CD f 8220 dr 


S I- Sa = ID Exe a 
nl f! ap lri gwaU 
D'où |I - s = c p s0 al - rendi 
Or Vn e IN; Vt €]0,1] on à = t” Logt > 0 


= vn e IN;Vt €]0, 1] on a E89 > 0 + p Baa > 0 
+t? 0 lL 


Par suite |I - Sa] = L Be) dt 


D'autre part 1 +t? > 1; Vt €]0,1] 


43 (t 
e viedei sie Yt 01 gast) 20) 
Ce qui donne 1 FA < [a gana (t)dt = U2m3. 


En conclusion : || - S4| < u2s45. 
b-[I-S,| < uzus; Vn e IN et lim uza = 0 — lim Sa - L 


n+00 N—+00 


c- Pour que |I - S,| € 1072 il suffit que uza € 10? car on a 
déjà I = Sal < U2n«3. 


Ainsi uaaa € 102 = ——L—. < 102 
A Qn + 4)? 


c Qn « 4)! > 10? = 100 
c 2n+42>10 &n >23 
Ainsi pour no = 3 on a || - S3| < 1072. 
e S3=ui-u3+us-u7 « 0.199 est une valeur approchée de I 
à 10 ?prés. 
- Ainsi air(E) = I x 36 cm? « 0.199 x 36cm? = 7,164 cm? 
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BAC: 1996 SESSION PRINCIPALE 


Dans la figure ci-contre, ABCD est un 
parallélogramme de centre w et les 
triangles ABO;, BCO2, CDO; et DAO 
sont des triangles rectangles isocèles de 
sommets principaux respectifs O1, O2, 


Os et O4. On suppose que le plan est 


—RMMM—— 
S h ——À 
orienté et que (rq = Dn]. 
On désigne par R, , R2 , R3 et R4 les rotations d'angle - et de centre 


2 
respectifs O1, O5, O3 et O4. 
1)a- Déterminer (R20R1)(A); (R30R2)(B) et (R40R3)(C). 

b- Montrer que les applications R20R;, R30R2, R40R; sont toutes 
les trois égales à une même application que l’on déterminera et que 
l’on désigne par f. 

2)a- Montrer que R3(R2(O;))-R2;(O1) et déterminer f(O:) 

b- Montrer que f(02)=04. 

c- Quelle est la nature du quadrilatère 01020304? 

3) Soit D la médiatrice du segment [AB] et Sp la Syrie orthogonale 
d'axe D. On pose g-R2oSp. 

a- Déterminer g(A) et g(O:) 

b- Montrer que g n’est pas une symétrie axiale et en déduire la nature 
de g. 

c- Construire le point w’=g(w). 

Déterminer les éléments caractéristiques de g. 


Une urne contient quatre boules indiscernables au toucher. Deux boules 
sont blanches et portent respectivement les nombres 1 et 2, les deux 


autres boules sont noires et portent respectivement les nombres 1 et 2. 
Une épreuve consiste à tirer successivement deux boules de la maniére 
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suivante : on tire une première boule 


SESSION PRINCIPALE 
* Si elle est blanche, on la remet dans lurne et on tire la deuxième boule. 
boule. 


+ Si elle est noire, on ne la remet pas dans Purne et on tire la deuxième 


1/ Soit X la variable aléatoire qui, à chaque épreuve, associe le nombre 
de fois où l'on obtient une boule blanche. 
a- Donner la loi de probabilité de X. 


b- Calculer son espérance mathématique. 


des nombres marqués sur les deux boules obtenues. 
Donner la loi de probabilité de Y. 


2/ Soit Y la variable aléatoire qui, à chaque épreuve associe le produit 
PROBLEME 


A- Soit f la fonction définie sur ]0;--oo[ par : fG)-Log(1L-) - 


l 
+ 
X 4x? 


l 
1/ Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C) dans 
2 
yn repére orthonormé (o: i;j ) 


2/a- Montrer qu'il existe un réel a unique tel que : 0 < a < 1 et f(a)-0. 
b- En déduire le signe de f(x) pour x Z a. 


3/ Soit un réel À tel que a € À. On désigne par A(A) l'aire de la partie du 
d'équation x = À 
a- Calculer A(X). 


plan limitée par la courbe (C), l'axe des abscisses et la droite 


b- Trouver la limite de A(X) lorsque À tend vers +00. 


B- Dans cette partie, n désigne un entier naturel non. On se propose de 
déterminer la limite de la suite (u,) définie par un 


n! 
1 _ 1 


n 


_ (V 
1/ Déterminer, en utilisant les variations de la fonction f, que 
Log(n + 1) - Log(n) < 45 (1) 
En déduire que : L t iy se" 


1 


4n , 
Lu. 
2/ Démontrer alors que: ua < Une 4 


Lys vds 
et en déduire que : Uny < uje 4 ki k 


3/ Démontrer en utilisant la relation (1) de la premiére question de la 


partie B- du problème, que: Log(n+1) < 5, L 25s P 
et en déduire que: Uan < uie 4 


—Log(n+1) 
4/ Montrer que la suite (u,) est convergente «t calculer sa limite lorsque 
n tend vers +00. 
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 UNECORRECHONPOSSIHE - 


1)a- - (R20R1)(A)=R-[R: LAT Bm 
=R:(B) carO;A-OIB et (0:4, 0:8) E + Un] 


pe ES 
=C carO;C- O;Bet (0:8. 0;C) 21 


+ (R350R2)(B)-R5[R2(B)] 
=R:(C) 
=D carOsC = O;D et (0:C,0;B ) = %21] 


+ (R40R3)(C)=R4[R;(C)] 


-R4(D) 
TAN z 
= À car UA = 04D et (0.5. 0,4) = 2 Un] 
E 


= R5oR; est un déplacement d'angle p + E: =7 


D'où R20R; est une symétrie centrale. 
Comme (R20R1)X(A)=C alors le centre de R20R; est AxC = w. 


Ainsi R20R; est la symétrie centrale de centre w. 
Q De la même manière on montre que R30R; est la symétrie centrale 


de centre w aussi R40R3 est la symétrie centrale de centre w. 
Livre : 32 Bac. 


b- + Rı et R2 sont deux déplacements d'angle 2 
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Bilan : R20R1=R30R2=R40R; = f avec f est la symétrie centrale 
de centre w. 


2)a- * R3 (R2 (O 1 )-(Rs oR; ) (O: ) 
= (R20R: }(O: ) car R3oR; —R3oR5 
=R2[R1(01)]=R2(01) car O; est le centre de R: 
x R3(R2(01))= R2(01) = R2(01) est un point fixe par R5 
—R:(0:) = O; car R; possède un seul point 
fixe O5 qui est son centre. 


b- f(02)=(R40R3 X(02)=(R3 oR2)(02) car R30R2=R40R; 
= R;[R2(02)] = R3(02) 
Ainsi R4[R3(O2)] = Rs (02) d'ou R3 (02) = O4 
Par suite f(O2)=04. 


c- f(O2)—-0, €» W =O> * O4 
f(01)205 €» w =0; * O3 
Donc 0105030, est un parallélogramme (1) 


050; = 0505 
R;(01) = 0; 2 m raa EUER. (2) 
(6:0:,0:0:)= Ea] 


Bilan : (1) et (2) = 01020304 est un carré. 


3)a- x g(A)-R2?[Sp(A)]-R2(B) car D la médiatrice du segment [AB] 
= C. 
° g(01)=R2[S0(01)] =R2(01) = 03. car O1 € D-méd[AB]. 


b- D'abord g est un antidéplacement car elle est la composée d'un 
déplacement et d'un antidéplacement. 
Supposons que g est une symétrie axiale alors l'axe de g est la 
méd[AC] ( car g(A)- C ) aussi l'axe de g est la méd[0: 03] 
(car g(O1)-O3 ) 
ce qui est absurde car méd[AC] + méd[O 0; ]. 
Par suite g n'est pas une symétrie axiale. 
+ D'abord g est un antidéplacement car elle est la composée d'un 
déplacement et d'un antidéplacement de plus elle n'est pas une 
symétrie axiale d’où g est une symétrie glissante. 


c- D'ésignons par A l'axe de g par T son vecteur . 
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>g = Sa otz = tz ° Sa. 
g(A)- C> A*C-weA. 
g(w) =w e» (tqeSA)w) = w 
€» te(w)2w' car SA(wW)=w puis que w € A. 
e À = ww. 
Conclusion :g est de vecteur ww’ et d'axe la droite passant par w 


pot p xg 
et dérigée par ww'. 


l/a- X(Q) = 40,1,2} 
«(X = 0) se réalise quand la première boule est noire ainsi que 


T dpi sd. 2 
la deuxième = p(X = 0) 4*3 PE 
-(X=1) se réalise quand la première boule est noire et la deuxième 
est blanche ou la premiére est blanche et la deuxiéme est noire. 
MT E NUNT HT T D 
SPASS der p 1 
(X = 2) se réalise quand la première boule est blanche ainsi que 
la deuxiéme 
np E m od. 
— p(X = 2) 4 “à 12 
D'oü le tableau de loi de probabilité de X 


f = 0x- SL 3 -13 
b- E(X) = 0 x i2*!l*35 +2X + 12 


2/ Y : deux boules — le produit des nombres marqués sur les deux 
boules => Y(Q) = {1,2,4}. 
+ (Y = 1) se réalise quand on obtient soit une boule blanche portant 1 
puis une boule portant 1 ou une noire portant 1 puis une deuxième 
qui porte porte 1 
RW MDN 2 

+ (Y = 2) se réalise quand on obtient soit une boule blanche portant 1 
puis une boule portant 2 ou une noire portant 1 puis une deuxiéme 
qui porte porte 2 ou une boule blanche portant 2 puis une boule 
portant 1 ou enfin une boule noire portant 2 puis une boule 
portant 1. 
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cope Qd dad 9.1232 14 
ud iL aa 4 4 a ME BRE: 


+ (Y = 4) se réalise quand on obtient soit ::ae boule blanche portant 2 
puis une boule portant 2 ou une noire portant 2 puis une deuxiéme 
qui porte porte 2 


oue Mei sed ue c5 
SP ec 9 


D'où le tableau de loi de probabilité de Y 


7 


A-1/ la fonction (x — 1+4) est dérivable et strictement positive sur IR? 


=> la fonction (x — Log(1 + 1) est dérivable sur IR*. 


Aussi la fonction | x — -l t p est dérivable sur IR*. 
D'oüf:x o Log(1 + so aL ET —L— est dérivable sur IR. 
y 
ix l1) e S 
2 «p Ce X dr ex zd cd 
Vx e IRE;f (x) = LL Far on T ES T 
. ^d NS MR CNRS S 
Ox"Rxoo ox? 2x 2x? (x * 1) 


alors sig[f' (x)] = sig(x — 1); Vx € IR* 
D'oü le tableau de variation de f 


avec m= Ín2 — i 


: lim f = lim [Log(1 + D runs -l ]=0 — la droite 


+00 X—>+00 
(x'ox):y=0 est une asymptote baia à (C) au voisinage de +00 


- lim f = lim [ Log(1+X)-X 4 lx] 


0* X—+0 
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avec x-l — +œ quand x — 0* 


- lim BRE + })] = +00, 


X—+00 x? X 4 
Log(1+X) LogX + Log( + + 1) 
Car lim LEUS yu, ET AK TJ 
x2 
X—+00 X—+0 1 
us | pea. DOE |: 
X—+00 X X x? 


— La droite d'équation x — 0 est une asymptote verticale à (C). 


2/a- f est continue et strictement décroissante sur 10: 1[ 
— f réalise une bijection de ]0; 1[ dans f(]0; 1[) =] In2 — ic 0 
— l'équation f(x) = 0 possède une seule solution a dans ]0; 1[. 


OQ €x€1 f(x) <f(a) 2-0 carfest X sur Jo, 1[ 
-Vx e Uta: PS) < 0 car 0 est le maximum de f sur [1;+oo. 
En conclusion : f(x) < 0; Vx > a. 


3/a- AÀ) = lI -f(x)dx | ua. avec u.a.: unité d'aire 
E fox = f Tra +4)-4+ i; Jax 
= f; Log(1 ius. is je 
u'(x) = 1 »  ux)-x 
ve) -Lo(1«l) >  v69- — - 


= [tokt t) ], 
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= [xLog(1 + L) T + [Log(x + 1115 + | -Logx - 4 RL 
= (a+ 1)Log(1 + 1) -0+ DLog(1 + 1). Y = +). 


b- lim AQ) 


À—+00 
= (a+ 1)Log(1 + +) -lim [a+ 1)Log(1 + +) - i4 = ij] 
À+0 
"(e DLog(- e)" s ALog(1--i-)- lim | esce | 
i à—4 La 


=(a+1)Log(1++ )- lim , LOC) - i- avec T-4 > 0* qd À > +00 


T—0* 


=(a+1)Log(1+4)- 1- +. 


B-1/ On a f(x) < 0; Vx > 1 
— Vn e IN*; f(n) a) nr «0 
1 


€» Vn € IN*; ;Log( 2114 AN 
1 


= & Vn € IN*;Log(n + 1) - Logs) S dp agr (1) 
* Yn e IN';Log( £1.) < 4 Ku 
e vae nsns E) «1- 
e vn e IN*;Log[ (1 +4)" ES 
Sus du eie ar 


(n + ai t 
2 ti — (n+1)! __m+lx(n+l}e"? xl 
Un mer (n+1)xn! nhe" 


- EAR De os :-( d: Lye 
1t 
o I *. ] WM 1-i- 
r on vient de HUN que Vn € IN*; (1 + 1) <e 4n 


n cul 
> yne N5; (1+4) et <e% 
L À 
Par suite Dan. Xe 4 <> Uni Z Uag 4a (carus > 0) 
n 


m 
0 < uz < uje 44 
zl 
O«us € ue 42 
1 


0 < u4 < uze #3 
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O < uaa € une 4n 
En multiliant ces encadrement, a termes strictement positifs, puis 
RS US Ad 
en simplifiant on obtient O < ua < uie G e ^26 ^3 ...e 4n 
1 1 ) 
fi is. ET 
=> Un Sue À 


Ru 
€2 Ug < We 4 Y. E 


3/ Log(n + 1) - Log(n) < d n d'aprés (1) 
- z Sel 
Log(n) - Log(n- 1) < e L 4a- 
d z EE ESSE 
Log(n - 1) - Log(n - 2) € n-2  4(n-2y 


Log(1 £1) -Log(1) < + - — 


1 40)? 
En sommant ces inégalités puis en simplifiant on obtient 
1 1 l if 1 1 l 
< dq —— | —— —— — 
Log(n + 1)-Log(1) € ++ 1114 cz EDS hotes ) 


= Log(n*1)s57 1-15. de 
L 1 1 n 1 
S Z 12157 =1 K? PE 
Or on vient de prouver que Log(n + 1) € i 
=> Log(n+1) <>), + 
«€» -lLog(n-41)2- ir 2a i 
l — Log(n+1) Lys 
€» e 4 >e 4 el Y 
1 L 
= ue S > ue 4 pore k 
Lor) 


Or un € ue 4 PA k d'ou au < uie 4 


TLogns1). * L 7-Log(n) 
4/ua € uie 4 :Vn € IN* = un < ue 4 


Yn e IN*,0 < un < uje 4 Loë(n) i 
—]lim u, = 0. 
lim [us E traw E 0 x e 
n-+00 
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| 
Soit dans le plan trois points fixes A, B et O alignés et deux à deux 
distincts. Soit (C) un cerclé variable de centre I tangent en O à la droite 
(AB). Les autres tangentes à (C) issues de A et de B se coupent en M. 
On pose OA =a, OB =b et on suppose que a > b. 
Le candidat fera une figure pour chacune des trois questions suivantes. 
1) On suppose dans cette question que O appartient au segment [AB] 
a- Montrer que la différence MA-MB est constante. 
b- En déduire que le point M varie sur une hyperbole dont on précisera 
les foyers et les sommets. 
- c- Déterminer la tangente en M à cette hyperbole. 
2) On suppose dans cette question que O n'appartient pas au segment [AB]. 
a- Montrer que la somme MA+MB est constante. 
b- En déduire que le point M varie sur une ellipse dont on précisera les 
foyers et les sommets du grand axe. 
c- Déterminer la tangente en M à cette ellipse. 
3) Soit A la tangente à (C) paralléle à (AB), l'autre tangente à (C) issue 
de A coupe A en un point N. On désigne par A’ le symétrique de A 
par rapport à O et par (d) la perpendiculaire à (AB) passant par A’. 
a- Montrer que le point N varie sur une parabole dont on précisera le 
foyer, le sommet et la directrice. 
b- Déterminer la tangente en N à cette parabole. 


1) Soit l'équation : (E): 2 - 2G + i)z? + (8 + 9i)z +3 ~ 9i = 0 
a- Montrer que l'équation (E) admet une racine réelle a que l'on 
déterminera et calculer les deux autres racines zi et z2 avec |zi|»|z?| 
b- On désigne par A, B et C les points d'affixes respectives a, z1 et z2 
dans le plan P rapporté à un repére orthonormé (6; V; y) 
Montrer que le quadrilatére OABC est un rectangle. 
2) Soit l'application f : PAP;M(z) MST avec z' = (14 )z - 3i 
a- Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f. 
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b- Soit O’, B’, C’ les images respectives de O, B, C par f. 
Quelle est la nature du quadrilatère O' AB'C' 7 


PROBLEME | 


A] Soit n un entier naturel non nul et f, la fonction définie dans IR; par : 
f(x) = (x — 1)"Logx . C, désigne la courbe de fa dans un repère 
— 


2 
orthonormé R = (0; 1;] }. 
1 


1/ On pose pour tout x de IR¥, o, (x) = nLogx + 1 — +. 
a- Etudier les variations de Qn. 
b- Calculer a(l) et en déduire le signe de p,(x) pour tout x > 0. 
2/a- Etudier les variations de f, et dresser, suivant la parité de n, son 
tableau de variation. 
b- Tracer, dans le méme repère R. les courbes C; et C2 en précisant 
les positions relatives de ces deux courbes. 


3/ Calculer l'aire de la partie du plan limitée par les courbes C1 et C2. 


B] Dans cette partie on se propose d'etudier la suite (v4), em définie par : 
xc 
Ya = Bo KFT 
1/ On considère la suite (us Taan: définie par un = f^ fa(x)dx. 


n+l 
Montrer que, pour tout n de IN*, (n + 1)un=Log2- f à ED dk 


En déduire 
Fe 1 t 1. * 
a- la relation : 2m +2) < Log2-(n41)u, < 542^ Pour tout n de IN 
b- la limite de (n + 1)u, lorsque n tend vers +00. 
2/ On pose, pour tout entier naturel n > 1 et pour tout x > O 
Si(x)-1-(x-1) ..«(-1) (x- 1)" 


n+l 
a- Montrer que S, (x) = l - (up eT 


b- En déduire, en utilisant la premiére question de la partie B], que 
pour n élément de IN*;Log2 — va = (-1)"" [Log2 — (n + 1)un] 
3/ Montrer que la suite (vn ) „em est convergente et calculer sa limite 
lorsque n tend vers +00. 


UNE CORRECTION POSSIBLE 


nel 
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a- MA - MB = MT + TA- MT'- T'B. 
x Les triangles AOI et ATI sont isométriques car IO-IT, les deux 
triangles sont rectangles et enfin ils ont un coté commun. 
= AT = OA = a. 
* De la même manière on montre que : 
+ BIO et BIT” sont isométriques > BT' = BO = b 
+ MTI et MT'I sont isométriques > MT = MT’. 
Par suite MA — MB-MT + a — MT — b=a - b qui est un réel fixe. 
b- MA - MB = a- b > 0 de plus AB=-AO+OB=a+b>a-b 
D'où M appartient à l'hyperbole de foyers A et B et de distance 
au sommet (a — b). 
Désignons par J-A * B .Alors J est le centre de 5^ 
OA - OB = a -b et O e (AB) (l'axe focal de 27) 
=> O est un sommet de Set l'autre sommet O' le symétrique de O 
par rapport à J. 
—7— ir) 
c- MTI et MT'I sont isométriques > TMI = IMT' 
— (MI) porte la bissectrice interieur du secteur [MT, MT'] qui 
est le secteur [MA, MB]. 
ka (MI) est la tangente en M à 57 


2) 
a- MA-MB-AT-MT4HMT4T'B 
Or MT2MT' ( car MTI et MT'I sont isométriques ) aussi AT-AO-a 
et BO-BT'-b D'où MA+MB=a+b. 
b- MA+MB=a+b de plus AB-AO-BO-a-b«a-b. 
— M appartient à l'ellipse (E) de foyers A et B et de distance 
au sommet a+b. 
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+ OA+OB=a+b = O e (E) 

De plus O € (AB) qui est l'axe 
focal de (E) 
— O est un sommet de (E) 

Par suite l'autre sommet de (E) 
est le point O' symétrique de O 
par rapport au milieu du segment 
[AB]. 


| . p — 
c- MTI et MT'I sont isométriques > TMI = IMT' 
— (MI) porte la bissectrice intérieur du secteur [MT, MT'] qui 
est le secteur extérieur de [MA, MB]. 


th 
=> (MI) est la tangente en M à (E). 
3) 


a- Désignons par H le projeté orthogonal de N sur (d). 
+ (O'H) // (OA) et (OO )//(HA^) car elles sont toutes les deux L 
à (AB) = OA'HO' est un parallélogramme 


——— 
de plus O'OA'-90° donc OA'HO' est un rectangle. 
x NA=NT+TA 
= NO'+AO car NO’=NT et TA-AO 
= NO'«*OA' car A'-So(A). 
= NO' - O'H car OA'HO' est un rectangle 
= NH 
Ainsi NA=NH et H est le projeté orthogonal de N sur (d) 
=> NA-d(N, (d)) & N € à la parabole de foyer A et de 
directrice (d) 
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b- (O'H)/(AO) de plus AO-O'H car O'H-OA' = AO 
— O'HOA est un parallélogramme 
et puisque I-O*O' alors I-A«xH 
=> IA-IH e» I € à la médiatrice de [AH]. 
Aussi N € à la médiatrice de [AH] (car NA-NH ) 
D'où (NI) est la médiatrice du segment [AH] 
et comme H est le projeté orthogonal de N sur la directrice (d) de 
la parabole alors (NI) est la tangente en N a cette parabole. 


l)a- Soit a € IR. 
a est solution réelle de (E) = o?-2(3  i)a? + (8 + 9i)a + 3-91—-0 
€» (o? — 6a? + 8a + 3) + i(-20? + 9a — 9)-0 
i st a? — 6a? + 8a + 320 
e 


—20? 490-9 —- 0 a=+oua=3 


€» 0-3 car3 vérifie aussi la première équation. 
*3 est une racine du polynome P(z)-z?-2(3-Hi) z? + (8+9i)z + 3-9i 
=> Il existe (a,b, c) € C? tel que P(z)-(z-3) (az? + bz + c); Yz e C 
P(z) = (z-3)(az2 + bz + c), vz e C 
eP(z) = az? + (-3a + b)z? + (-3b + c)z — 3c, Vz e C 


a=1 
| a =] 
—3a +b = -2(3 + i) . 
e => b = -3 - 2i 
-3b +c = 8 +9i , 
f c=—] +31 
—3c = 3-91 


Donc P(z) = (z-3)(Z - (3 + 2i)z — 1 + 31) 
& (Œ) (z-3)2-(QG-*2)z-1-431) = 0 
= z=3 ou z?-(3+2i)z-1+3i=0 
(A=(3+2i)-4(-1+3i) = 9) 
3421-3 — 3+21+3 


2 ou Z 2 


= z=3 ou z=i ou zZ=3+1 
Or 3 + i| = J10 et [i| = 1 alors les solutions de (E) sont : a, 
Z1 = 3+ietz2 =i. 
— —À x A 
b--aff(OA) =3-0=3 etaff(CB) =3+i-i-3 


=> OA = CB <OABC est un parallélogramme. (1) 


= z=3 ou z= 
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OB = |3 +i- 0] = 43? 1? = /10 
AC =|li-3| = {> +12 = /10 


Conclusion : (1) et (2) donnent que OABC est un rectangle. 
2)a- f : P>P;M(z) —M'(Z) avec Z' = (14 i)z-3i 
Comme Z = az + baveca = 1 +i = 42e! et b=-31 alors f est 
une similitude directe de rapport /2, d'angle y et de centre 
> "OT o aeai a ae 
d'affixe zo = zo D aff( A). 
— —> 
b- & OA = CB car OABC est un parallélogramme 
= O'A - CB (3) carf conserve l'équipollence 
@® (OA) 1 (OC) car OABC est un rectangle 
— (O'A) L(O'C') (4) carf conserve l’orthogonalité. 
Ainsi: (3) et (4) — O'AB'C' est un rectangle. 


—OB=AC (2) 


A]1/a- o, est une fonction dérivable sur IR? ( somme des fonctions 
dérivables). Yx e IR, o,(x) = 1 + um > 0 
D'où le tableau de variation de 9, 
+ lim 9,-lim [nLogx+1-+ +. 
+00 X—+00 ` 
- lim Q,-lim [t (n. xLogx-1)+1] 
0* x20* 


—-oo car lim (xLogx)=0 


x20* 


b- @a(1) = nLogl +1- i - 0. 
Q Vx e]o;1]onaos(x) < Pa(1) = 0 caros / sur ]0; 1]. ` 


Q Vx e [1;+00[ ona n(x) 2 pa(l) = 0 car qs / sur [1; oo[. 


2/a- f, est une fonction dérivable sur IR* ( produit des fonctions dériv.) 
vx e IR. PLG) = n(x- 1)" ! Logx + (x - d 
=(x - 1)" [ nLogx +(x- 1)4 Fe - 1)" o, (x). 
+ L'cas :n paire > n-1 impaire — sig[ (x-1)* ]=sig[x-1] 


Par suite sig[f, (x)] = sig[(x — 1)pa(x)] 


ERI RN E E E E a E 
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lim f,=lim [(x-1)"Logx]=+00 
+00 X->+00 
lim f,=lim [(x-1)"Logx]=-00 
0* 


x20* 


car (0-1)" = 1 car n pair 


- 2icas : n impaire => n — 1 paire (x — 1)" > 0; Vx > 0 
-»sig[f,(x)] = sig[ph(x)] 
D'où le tableau de variation de fn 


. lim f,(x) =lim [(x — 1)"Logx] = +00. 
X->400 X->400 
Jim f,(x)=lim [(x-1)"Logx ]=+00 car (-1)"—-1 car n impair 


x20* x20* 


x C1 est la courbe de fi 
& On remarque que C, 


et C2 possède la droite 
d'équation x = 0 comme 


asymptote verticale. 
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x C2 est la courbe de f; f(x) 


n 
-lim À -lim Logx 


X400 X->400 


—roo pour n-2 ou n-1 


— Ci et C2 possède chacune une branche parabolique infinie de 
direction l'axe des ordonnées au voisinage de +00. 

H f2(x) - fı (x) = (x- I)Logx (x-1 - 1)=(x - 1)(x - 22Logx 
On remarque que Vx €]0;1] ona: x - 1 € OetLogx x 0 
aussi Vx € [1;-+00[ on a x — 1 > 0 et Logx>0 

=> signe[f2(x) — fi(x)] = signe(x — 2) par suite 
+ Sur ]0; 2] on a C; est au dessus de C2 
+ Sur [2,+00[ on a C; est au dessous de C2 


3/ Désignons par A, en unité d'aire, l'aire de la partie du plan limitée par 
C1 et C2. 
= À = Ls) —f(x)]dx car Vx e [L; 2]; f1(x) > f2(x) 
= [RG — 1)(2 - x)Logx. dx = Fe + 3x — 2)Logx. dx 
u'(x)--x? -3x-2 = ul Le + 3x?-2x 


v(x) = Logx » v(x-l 


= [C+ + $x? - 2x )Logx |" — IR (-1» + ix — 2)dx 


ELMOUFID Page : 141 Livre : 32 Bac. 


UNE CORRECTION DU:  BAC 1996 SESSION DE CONTROLE 
dide deg 
= (4 + +6- Jeer [ 2 + aT d 25 
= -3*4«(Cl 4 $-2-- 4 Log2+ 37 36 


B]1/u, = |: f.(x)dx = fie - 1)"Logx dx 


u(x)-2(x-1) ^»  u(x)- 


(x - ])" 
v(x) = Logx “> “GI = l 
nel nM 2 1 (x - 1)"! 
m = [pere Do] -i 6 
e] » XC SLM 
M e cg oBe ze y 
o (n4 1)u, = Log2 - F RIT dx. 
x n+l 
a- (n + l)un = Log2 — R SDS, 
E nil 
€» Log2 - (n * 1)u, = PE a 


Sx e[n2]onal s i «1 


L^ ntl Ea n+l 

c5 Vx E€ [1;2] ona MD < EU « (x - zx 
2. rn (x-1) 2 (xp gui 

D'où f? S — ax < [7 S < [jo D) dx 


(x - D 2 A (x - 1e 2 
[en] < Log2 QD» s| £225- | 


(n * 2) 
— < 1 
= 2(n+2) — SE cQ MM n+2 
b- 
1 1 * 
232) < Log2-(n*l)u, < Ee ; Vn € IN 
lim 


set lim —— = 


n—+to N 2 


n—+00 2 + 2) 
= lim [Log2- (n4 1)u,] = 0 lim (n+1)u = Log2. 
n—+00 


Xa- Sax) = 1—(x—1)+..+(-1)"x-1)" 
-Y» CD -1* = 35 ID - 1) 


Comme x > 0 alors x — 1 > -1 


> (-1)(x-1) <1 
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— If " n+l 
D'où Sa (x) = Zal CUG B 1)]*- 1 Lee 
zISpCG-DP" qo wal 
x roc x 


b- 8,6) = X? [CD( - DIE - Lay 2D" vy 0 
>f Erol- D] *dx-f, ER RAE s. 


= ELED fa- Deef paeen" P ED a 
7 " (x - jj 2 
> CO ER | 
= [Log(x)]-C1)"" [Log2-(n + 1)un] 
e 2 bs 1 p Log2 - (-1)"* [Log2 - (n+1)u,] 
«€ Va == Log2 - (-1)"!! [Log2 - (n + 1)ua] 
«€» Log2 - v, = (-1)"! [Log2 - (n + 1)u,]. 


3/ Log2- v, = (-1)"" [Log2 - (n + 1)u,]; Vn € IN* 
=> |Log2 - v,|= |(-1)"! [Log2 - (n + 1)u, ]|; Vn € IN* 
€» |Log2 - v» |Log2 - (n + 1)u4; Vn e IN . 
Comme lim [Log2- G + Lus) = 0 alors inus [Log2 — vn|=0 


n—+00 
= lim. pape = Log2. 


n—+00 
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Soit une droite fixe D et un point fixe A n'appartenant pas à la droite 

D. On construit le cercle (©) de centre A et tangent à la droite D. 

1) Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite D et F un point 
variable sur ( &)WH). 

a- Vérifier que le point F est le foyer d'une parabole P ayant 
pour directrice la droite D et passant par le point A. 

b- Préciser le point Fo foyer de la parabole P qui admet A pour 
sommet. 

2) On désigne par (P) la famille des paraboles de directrice commune 
D et passant par A. Soit P et P' deux paraboles de la famille (P) de 
foyers respectifs F et F’. 

a- Montrer que si F et F’ sont diamétralement opposés sur le cercle 
(©) alors les tangentes en A à P et P" sont perpendiculaires. 
b- Etudier la réciproque. 

3) On fait varier le point F sur ( &)WH;Fo; et on désigne par B le 
deuxième point d' intersection de la parabole P de foyer F et de 
directrice D avec la droite (FA). 

a- Montrer que le point B varie sur une parabole (T°) dont on 
précisera le foyer et la directrice. 
b- Montrer que les paraboles P et (T) en méme tangente en B. 


Cet exercice est hors programme actuel 


Dans tout le probléme ,P désigne un plan rapporté à un repére 
orthonormé (o. 1. +) On pose D = ]J—œ;—1[ U [0,+cof et 
D* = |-o5; -1[ U ]0,+cof. 

A- Soit f la fonction définie par : fG&)»xLog(1.-1-) si x € D* et f(0)—0. 
1/a- Montrer que f est continue à droite en O. 


b- Etudier la dérivabilité de f à droite en 0. 
Interpréter graphiquement le resultat obtenu. 
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2/a- Montrer que f est dérivable sur D* et calculer f'(x) pour x € D*. 
b- Etudier les variations de la fonction T sur D*. En déduire 
que f'(x) > 0 pour tout x de D*. 
c- Dresser le tableau de variation de la fonction de f et tracer 
sa courbe représentative (C) dans le plan P. 
3/ Soit a un nombre réel vérifiant : 0 < a < 1. 
a- Calculer l'aire Xa) de la région du plan délimitée par la 
courbe (C) et les droites d’équations respectives y = 0. 
X =aetx = I. 
b- Calculer lim Xa). 


00T 


B- Soit A la droite d'équation x — ES 


2 
1/ Tracer, dans le plan P, la courbe (C') déduite de la courbe (C) 
par la symétrie orthogonale S4 d'axe A. 
2/ Soit M(x,y) et M'(x', y') deux points du plan P. 
1 LL La 1 
a- Montrer que M' = SA(M) si seulement si l R L i 
yey. 
b- Soit x € D* et M(x,y) un point du plan P. Vérifier que 
-x-1 e D* et montrer que M e (C) e y = f(-x- 1). 
c- On désigne par g la fonction admettant (C') comme courbe 
représentative Montrer que Vx € D*;g(x) = (x + 1)Log(1 + 1) 


C-1/ Justifier que pour tout n de IN*,f(n) < 1 < g(n) 
2/ Soient (un ) et (v4) les suites définies sur IN* par : 


Un = ü ++) et Vn = (1 + 1)". 


a- Montrer que pour tout n de IN*,u, < e < vn. 


b- Montrer que pour tout n de IN*, Vn — Un < È. 


c- Déduire des questions précédentes la limite de un puis celle 


UNE CORRECTION POSSIBLE 


m^ 
H 


j 


1)a- H et F sont dans (n > AH = AF 
comme de plus H est le projeté orthogonal de A sur la 
droite D Alors AF-d(A, D) | 
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© A appartient à la parabole de foyer 
F et de directrice D. 
b- Soit Po la parabole de foyer Fo et 
de directrice D et possédant A 
comme sommet — A est le milieu de 


Fo et son projeté orthogonal sur D. 


— H, le projeté orthogonal de A sur la 


droite D, est celui de Fo. 
=> Fo * H = A e Fo est le symétrique de H par rapport à A. 
2)a- Supposons que [FF'] est un diamètre de (c) 
Montrons que T L T avec T et T sont les tangentes en A 
à repectivement P et P". 
D'aprés un théoréme du cours on a: 
T = med[HF] et T = med[HF'] 
Posons ic = Tet ied a SM M 


z Gs S Efe] o [r] 


7T Ñ 7 =N 73N 

> (Atat) - LIP AY [n] e (AA) -£ [n 
b- Soit P, et P2 deux paraboles de (P) tels que Tı 1 T2 

avec T; = (Ati) la tangente à P; en A et T; = (At2) la 

tangente à P? en A. Montrons que [F;F;] est un diamètre 

de (©) avec F; le foyer de P, et F2 celui de P2. 

A € Pi © AF; = d(A, D) = AH S F; € (©) (1) 

‘A € P; AF; = d(A, D) = AH e F: € (Ø) (2) 


—— —— r 
RAD) «ie Qn (RE - 40 


— 2l (AF. AH) [n]. 
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e GA) =n [2x] (3) 


Ainsi :(1), (2) et (3) > [F:1F2] est un diamètre de ( ©). 
3) 


a- Désignons par B' le projeté orthogonal de B sur D. . 
Soit D' = t-—(D) et enfin B" désigne le projeté orthogonal de 
B' sur D'. 
D'//D car D' = tza(D) 
(AH) 1 D car H est le projeté orthogonalde A sur D 
=> (AH)1D'. 
Comme de plus (B'B")1D' alors (AH)//(B'B") 
(B = DN (B'B") > (tB) = tg) n ta (B'B^)) 
-p'n (B'B") £ (B^ 
D'où t:4(B) = B" > B'B' = AH. 
x À, Het D sont fixes alors D' est aussi fixe. 
** BA = BF-FA- BB' + AH car B e P etaussi A € P 
= BB' - B'B" 
= BB" car B' e [BB"] 
= d(B,D/) car B" est le projeté 
orthogonal de B sur D’. 
Ainsi BA = d(B, D') — B appartient à la parabole T de foyer 
A et de directrice D’. 

b- -latangente à P en B est la bissectrice intérieure de [BF, BB'] 
+ la tangente àT en B est la bissectrice intérieure de [BA, BB"] 
Or les secteurs [BF, BB'] et [BA, BB"] sont égaux d’où la 

tangente à P en B est elle méme la tangente à T en B. 
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A-1/a- lim f(x) Slim [xLog(1 + +) ] -tim DCT 


xo0* x0* 
-lim [xLog(x + 1) - xLogx] = 0 = f(0) 
x20* 
par suite f est continue à droite en 0. 
ex 1X) 71(0) + EN. 
b- lim NEN —lim [Log(1 + 1)] = +400 


x20* xo0* 

=> f n'est pas dérivable à droite en 0 

+ Interprétation géométrique : (C) , courbe de f „possède une 
demi-tangente verticale au point O(9, 0). 


2/a- la fonction (x 1-1) est dérivable et strictement positive sur D* 
=> la fonction qui à x — Log(1 4 l) est dérivable sur D* 


D'oüf:x — xLog(1 t i) est dérivable sur D*. 


*' Vx € D*;fG)-Log(1-1-)«x Tn -Log(1-1)- -~ D 


X 


2 
b- f est dérivable sur D* et f(x) = +— 
est dérivable sur D* et f” (x) | x DA 


T PENES EE 
x(x+1) (x41) x(x + 1)? 
D’où le tableau de variationde T sur D* 


eo 
+ 
8 


x —00 -] 


f(x) + "MT. - 


0 Ont: 0 
d'aprés le tableau de variation de f’ on voit que 0 est le minimum de f 


D'où Vx e D* ; f'(x) > 0. 
c- D'aprés tout ce qui précéde, le tableau de variation de f est le suivant 
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X —00 -] i E 0 +00 


f(x) + iz tonte + 


+00 RES 1 
f(x) » d EUM P 
: lim f-lim xLog(1 + +) =]im Jost +X) (avec x-l ) 
9  x--00 X20- 
Lost +X) 


lim f=lim xLog(1 + l)- lim 
x-+00 | X20* 
lim f -lim |xLog( 1 + +00 
im f = lim [xLog(1 + +) ] = 
* lim f(x) = 1 — (C) possède la droite d'équation y = 1 


S 


=] (avec x-l ) 


comme asymptote horizontale au voisinage de too. 


3/a- Aa) = E f(x)dx = T xLog(1 + l)e 
u'(x) = x >  u(x) = i 


vx) = Log(l++) > v= 


se 
= [ +x?Log(1 + DT d zi 
- ILog2 - Tora + +)+i ++ ge X — Lx 


-1 Ex d 1 
= 5 Log2 Lo Log(1 + L)+ 5- Log(x + 1)]} 


2s d scs Lj dypl 
zi Lo?Log(1 +4) 59 * ^ Log(o * 1) 
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D'où: Æa)= [1-1 — a?Log(1+4 1 ) - lo 2 zie] u.a. 
b- Hm zem p i a?Log(1+ i ): -— lol > À Log(u+1)] 
Es [+ = Lafo) = lae * ILog(o + 1] = 4. 
R-U (C) SAf(C)] avec A : x = EL: (voir figure ) 
2/a-A:x= -i = j est un vecteur directeur de A. 


M(x,y) et M'(x', y") deux points du plan P. 
M = SA(M) & À = med[MM'] 


(M +x M eA (MxM')eA 
e 
(MM')1A MMT 1. T 


xxx = + ( abscisse de M * M^) " { x'—-x-1 


= 2 
(x'—x)x0+(y'—-y)x1 =0 y 
b- -xeD*ex«-loux»0o6-x»10u -x«0 
€» -x-1»1-1200u-x-1«0-1--1 
€ (-x-1)eD"* 
+ Soit M(x,y) tel que x e D* d'image M'(x', y') par SA 
M'(x^,y^) € (C) = SA((C)) = M(x,y) € (C) 
€» y = f(x) car déjà x e D* 


1 ! '=-x-1 
€» y = f(-x —1) car i 
y — 
Conclusion : M(x,y) e (C') = y = f(-x- 1)etx e D*. 
D* D* 
e- (C) : bis d'autre part (C^) : x: 
= f(x-1) y = g(x) 


=> Vx e D*;g(x) = f(-x- 1) = Cx- DLog| 1 S sA 
=-(x+ Dre ee] 
= -(x + DLog| — = ] = -(x + DLog| — el ] 


= -(x+1)[Log[ XL ]] - (+ 1)Log[1++] 
C-1/ On a Vn € IN*;f(n) « 1 car 1 est le maximum absolu de f 
x Vn e IN*;g(n) = f(-n- 1) 
n»0ce-n-1«-1 
= g(n)-f(-n—- 1) » 1 car] est le minimum de f sur ]-oo; -1[ 
En conclusion : Vn € IN*;f(n) « 1 « g(n). 
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2/a Vn € IN; f(n) < 1 < g(n) 
e vne IN*;nLog(1 $ 1) <1<(n+ 1)Log(1 4 i) 


ae alp: I< dp: UT 


€» Vn € IN*; G++) « el < (141) 


b- Yn € IN*; Va — Un = (1+ 4) - (1+ iy 


0: UTI: M LHA 


or(1« 1) «e NN CHER <<. 
Ainsi Vn € IN*;v,—u, < +. 

c- * D'une part Vn e IN“ un < e 
+ D'autre part Vn € IN*:e < v, 


— Vn e IN*;e— un < Vn — Un OF on sait que v — Un < £ 


=> VneIN*;e-u,« £ €» Vn e IN*; e- È < Un. 
AinsvneIN*Se-$ «u «8 
De plus lim =t) ER alors lim Un = €. 


n-too n 


X Vn e IN*:e < vu < ZL Us dl E = €. 


n-too 


—lim v, = e. 
n+00 
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BAC 1997 SESSION DE CONTROLE 


| EXERCICE 1 | 


(6 points) 


l-x 
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = xe 2 et soit ( C) sa courbe 


: on x : > 
représentative dans un plan rapporté à un repère orthonormé (o. i,] 1 


1)a- Dresser le tableau de variation de f . 
b- Montrer que la courbe ( C ) admet un point d'inflexion dont on 
précisera les coordonnées. 
c- Tracer ( C ). 
d- Montrer que, pour tout réel x de [0,1], ona: 0 < f(x) < 1. 
- 1 1 Ax 
2) On pose, pour tout n de IN*, In = uper l x"e 2 dx et 
= = l i H 
ua = l+ T TT 3$ HE 
a- Donner la valeur de I; et montrer que, pour tout n de IN*, on a: 


+...+ 


l 
I = In kon A 
k (n4-1)!27* 


b- Démontrer, par récurrence, que Vn € IN*,ona:u, = Je —- Is. 


- * | le 
c- Montrer que, pour tout n de IN*, on a: 0 € I, < AGDE 


d- En déduire la limite de un quand n tend vers +00. 


(4 points ) 


On considère une pièce de monnaie truquée de sorte que la probabilité 
d'avoir "Face" soit égale à Z. 
1) On lance la piéce de monnaie deux fois de suite. 
a - Calculer la probabilité d'avoir deux fois "Pile". 
b - Calculer la probabilité d'avoir deux fois "Face". 
c - Calculer la probabilité d'avoir exactement une fois "Face". 
2) On considère trois urnes U1, U2 et U3. 
L'urne U contient quatre boules blanches et deux boules noires. 
Lume U» contient trois boules blanches et trois boules noires. 
L'urne Us contient deux boules blanches et quatre boules noires. 
Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 
On considére l'épreuve (E) suivante : 
On lance la piéce de monnaie deux fois de suite. 
Si on obtient deux fois "Pile", on tire simultanément trois boules de U1. 
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Si on obtient "Pile" et “Face”, on tire simultanément trois boules de U». 
Si on obtient deux fois "Face", on tire simultanément trois boules Us. 
a - Soit A l'événement "Les trois boules tirees sont blanches ". 
Calculer la probabilité de A. 
b - On répéte l'épreuve (E) cinq fois de suite en remettant les 
urnes dans leurs états initiales avant chaque répétition et on 
désigne par X l’aléa numérique prenant pour valeur le nombre 
d'épreuves donnant trois boules blanches. Calculer la probabilité 
de l'événement "X—2" puis calculer l'espérance mathématique de X 


PROBLEME | E 10 points ) 


I - Soit m un nombre complexe. 
1) On pose : P(m) = -4m? - 4m(1 — 4i) + 15 + 8i. 
Montrer que P(m) = (2im + i +4)2. 
2) On considére, dans C , l'équation : 
(E) : z? - (2m + 5i)z + 2m? + (14 i)m - 2(5 4 i) - 0. oü mest 
un paramétre appartenant à l'ensemble C des nombres complexes. 
a - Déterminer les deux solutions de l'équation (E). 
b - Calculer m pour que m soit lui-même solution de l'équation (E). 
IT) Dans la suite, on considère le plan complexe P muni d’un repère 


orthonormé direct (0.7.1). Soit M un point du plan d'affixe un 


nombre complexe m. On désigne : 
- par S la similitude directe qui, au point M, associe le point Q d'affixe 
Z = (Lim * 243i. 
- par S? la similitude directe qui, au point M, associe le point Q’ d'affixe 
Z= (1-1m-2-2r 
1) Donner les éléments caractéristiques de chacune des deux similitudes 
directes S et S". 
2) Montrer que S'oS est une homothétie dont on précisera le rapport et 
le centre J. 
3) Montrer que l'application f qui envoie Q sur Q’ est une rotation, dont 
on précisera le centre Q et l'angle. 
4) Soit I le milieu de [QQ']. On pose I-t(M). 
a - Montrer que t est une translation dont on précisera le vecteur. 
b - Montrer que si Q est distinct de Q, alors les droites (OI) et (QQ") 
sont perpendiculaires. 
5)a - On donne un point M du plan. Déduire, de ce qui précéde, une 
méthode pour construire simplement les points Q et Q' tels que : 
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S(M)-Q et S'(M)-Q' 
b - On donne un point Q du plan. 
Construire les points M et Q’ tels que : S(M)-Q et S'(M)-Q'". 
6) Soit M un point du plan et Q-S(M), Q'-S'(M). 
a - Déterminer et construire l'ensemble des points M tels que les points 
M, Q et Q' soient alignés. 
b - En déduire, dans le cas précédent, l'ensemble des points Q et celui 
des points Q’. Construire ces deux ensembles. 


ON d POSSIBLE 


1)a- 


Az 
=> la fonction qui à x He 2 estdérivable sur IR 


D'où f:x — xe x est dérivable sur IR 
Lx Ax l-x 
& Vx € IR;f'(x) mU UE X 2 —e 2 [1 -x] 
D'où signe de f(x) est celui de (2 — x). 
1 


Ax 
: lim f(x) -lim xe 2 = —o. 
X—.-—o0 X-—o0 

Ax x X a X 
+ lim f(x) -lim xe 2 -lim | -e2 —e 2 
X—++00 X—+00 X—++00 2 


--e2 lim [XeX]= 0 avec z ene PX — +00 
X——00 


ce qui nous permet de dresser le tableau de variation de f 


b- f est aussi dérivable sur IR et 
f'(x) = H E + (1 — x) x 
Vx € IR; f (x) = E d 7 


a LUI a L 


D’où le tableau de signe de f” 
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X -œQ 4 
signe[f"(x)] = + 


— f" s'annule en 4 en changeant de signe 
= le point de coordonnées (4; f(4)) est le seul point d'inflexion de Cr 


- Tx o0 d : 
c- * lim HU —-lime 2 = +% => Cr possède une branche 
X—-—00 X—-—00 
parabolique infinie de direction l'axe des ordonnées au voisinage 


de -oo 
- lim f(x) = 0 = la droite d'équation y—0 est une asymptote 


X—+00 
horizontale à Cr au voisinage de +co. 


d- f est strictement croissante sur [0, 1] d'ou | 
0<x<1 f(0)< f(x) <f) e 0 > To Z I. 


LR 1 Ix 
2)a-> li = CO E e 2 dx- 4) 2 dx 
l-x 1x 
u'(x) =e 2 > u(x) = 2e 2 
v(x) = > v'(x) = 1 
Eu E ES ] +2['e E ax) 
4 poo 
=} Ll C IE -4+4e72 = -$ nra 
e 2 dx 
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Lx I 
u'(x) =e 2 > u(x) = -2e 2 


v(x) = xL > — v(x)-(n«Dx^ 


— — | | -2x"le CS R 2 d 

(n+1)12+2 0 i 
1 _2@+1) D 

— M Án 

CESVT CAN Miren [X 

= -l dl. ES 

- (n4 DT np [e Fév 

(car (n + 1)! (n I) x n!) 


o 
xe 2 dx 


Al. 
™ (n4 1)!12™! 


ET a E E 
JE I = Je 2 1e2 = 9: 
D'où u; = Je — I1 par suite la proposition est vraie pour n = 1. 
© Soit p € IN*; supposons que up = Je — Ip; montrons 
que up.] = i — 1,4. En effet : 


l MEE 1 
up = l+- 12 t 33 t 3123 +. + E + ERIE 


T T m a RA) 
"TT JE h ra 
cdm T =f 
E E psum |^ 75 ler 
Conclusion : Q et Q => Vn € IN*;u, = Je - lh. 


c- Vx € [0;1];0 < f(x) € 1 
= Vx € [06;1]; Vn e IN*;0 < xf) «xnl 


€» Vx € [0:1]; Vn € IN*;0 x x'e 7 snl 
D'ou0 < f. xe 5 Td < f? x™ldx; Vn e IN* 
0 0 


1 Ax 
— Yne IN*:0 < cuu jr 2 dx < OE [x] 


+ E xd 
e VnaeINS0sl <= T 


d- remarquant d'abord que Vn € IN*;n! > 1 
= Vn € IN*;n(n!)2*! > n2™! 


*. 1 l 
€» Vn € IN*; RD £ "TE 


Donc Vn e IN*;0 < In S ——r 
n2^* 
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De plus lim [+ | = 0 par suite lim I, = 0. 


n-+00 


Or Vn e IN*,ona:u, = Ve - Is. 
—lim un m [Je - lh] = Je. 


n—+00 


2 n+l igo 


1)a- Désignons par: 
+ F évenement avoire "Face". - P l'évenement avoir "Pile". 
* E1 : * avoir deux fois "Pile" en deux lancées " 
+ E2 : “avoir deux fois "Face" en deux lancées " 
* E3 : “ avoir exactement une fois "Face" en deux lancées " 
D'abord p(F) + p(P) = 1 = + +pP)=1e p(P) = + 


, 088 favorable de E; | probabilité 
E EE 
(P,P) TX 
=> p(Ei)- E car les deux lancées sont indépendantes. 


x cas favorable de E? | probabilité 


Wl - «XE mieu 2x2 -£ 
(B.F xt =£ 


=> p(E3) = E = 95 

2)a- A-(E101 A) U (E2 N A) U (ŒE; N A) 
Car E1, E2 et E3 forme un système complet de l'univers de la 
premiére étape de l'épreuve (E) qui consiste à lancer deux fois de 
suite la piéce de monnaie truquée. 
=> p(A) = Pu de + cud + p(E3)p(A/Es) 


A _ 9 C + se op de 2 C3 ( car U3 ne contient pas 


25 C2 25 2 Ci 
trois boules blanches ). 
12 
125" A 
b- X :5 répétitions indépendantes — le nombre de réalisation de A 
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= X suit une loi Binamiale de paramètres n = 5 et p = a . 
pX = 2) = C3 it ~ 0,068 
Par suite : 5 T ( E 


E(X) — np —5* 455 us 


£ 
PROBE] i 


1-1) (2im + i + 4)? = prm 4 2Qim)( 4 4) + (1 4)? 
= 4m? — 4m + 16im — 1 + 8i + 16 
= 4m? - 4m(1 — 4i) + 15 + 8i = P(m). 
2)a- (E) : z? - Qm + 5i)z + 2m? + (1 +i)m - 2(5 4 i) = 0 
A = [-Qm + 5)? - 4[2m2 + (1 4 i)m - 2(5 +i)] 
= -4m? — 4m(1 - 4i) + 15 + 8i 
( aprés développement puis simplification ). 
= P(m) = Qim +i +4). 
(E) & z _(2m+5i) - Qum Tic 2 s 7 Cm} (Qm +1+4) 


2(1 —i)m - 4^ di ETE 
ad C ne OS = D 


2 
& z= (l-i)m-2+2i ou z=(l+i)m+2+3i. 


b- m est solution de (E) 
< m= (l -i)m-2+2i ou m= (l+i)m+2+3i 
< im = -2+2i ou -im=2+3i 


Zmd ou m--3-2i 
II)1) Xx S: M(m)  Q(2Z) tel que Z-am-b avec S et b-243i 
— S est la similitude directe centre o, (i2 Y — ),de rapport [al et 
d’angle arg(a). 
*a=l+i= JZ (cos 4 +isin Æ ). 


DS, nud. = 
l-a l-1-i RATE 


Conclusion: S est la similitude directe de centre Q1(-3 + 21) ; 
de rapport J2 et d'angle ru 
* S’: Mm) — Q'(Z') tel que Z’= a'm«b' avec a'—1-i et b'=-2+21 


th ! 
=> S' est la similitude directe Gal | b - )« rapport |a'| et 


d'angle arg(a’) 


PUS H ZE sin L 
a =]-ı 42 (cos = +isin Æ ). 
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Conclusion: S' est la similitude directe de centre Q2(2 + 2i) ; 


de rapport 42 et d'angle xen 


2)M(m) © Mi(zi) ŠM)  M'(z)) = S'«S(M(m)). 
z -(1-0izi-2-42i 
= (1 - i (1 +i)m+2+3i] - 2 4 2i 
= 2m +3 +31 
Ainsi S’ o S : M(m) > M'(z') tel que z’ = 2m +3 + 3i 
£ S'eS est l'homothétie de rapport 2 et de centre le J d'affixe 


le complexe LA = -3 — 3i. 


3)f : QZ) ^ Q'(Z) 
Exprimons Z' en fonction de Z. 
Z' = (1- i)m-2 2i 
D'autre part Z = (1 +i)m 42431 e (l1 +i)m = Z-2-31 
1 _2+3i 
L+1. | 
(2 * 3)(1 — 1) 
DE CEDERE 


c» m — 


o = L ml caos nl ; 
D'où Z' = (1 HE )z - $- li]-2«2 
—--1Z-5-44i 
-H 
Ainsi Z' = e™2 Z — 5 + 4i par suite f est la rotation de centre Q et 
d'angle 7 avec aff(Q) = HH EUN EA 


4a- I-Q«Q' es aff()- Z5 Z- Hmv2*31* (im - 2620 
5 


=m+ 5i. 
2 


t: M(m) — I(z") tel que z” = m + 2i 


th . . 
— test la translation de vecteur (ži). 


b- Supposons que Q+ Q. 
Q' est l'image de Q par la rotation f de centre Q 
= QQQ' est un triangle isocèle en Q 

et comme I-Q»Q' alors (IQ) est la médiatrice de [QQ'] 
=> (IQ) 1 (QQ. 
5)a- M un point du plan . 
On construit le point I image de M par la translation t de 
vecteur (4i) À 
2 

Si I=Q alors Q-Q'-O. 
Si Iz Q alors : 


€———Á————————— — BOR = 2 + 
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- OQQ' est un triangle isocèle en Q et aussi rectangle en Q ( car 


l'angle de f est dos ): 


=> Q € au cercle de diamètre [QQ'] qui est de centre I-Q*Q' (1) 
(0)1(QQ) Q). 
(1) et (2) = 4Q, Q^ -(la 1 à (IQ) en Q ) N (le cercle de centre 


I et passant par €2 ). 
—— 
9 ——3À 
En tenant compte de (00.00) - s [21] on nommera 


correctement le point d'intersection qui correpond à Q. 


(A'B)-S(D) 


(A"B")-S'(D) 


b- Q étant donné. 


-Q«f(Q)- re. nQ) simple à construire. 
(5) 

. -QxQ' simple à construire. 

: M-t s (I). simple à construire. 


6)a- Nommons D-(M e P tel que M, Q et Q' sont alignés }. 
M(xy)eDeM( x+iy )eD 
——— 


m 
<> M, Q et Q' sont alignés 
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— —> 
= MQ//Q'Q 
Z- ç 
= Q=Q ou 2— - réel 
Q2» Q' o (1+i)m+2+3i= (L i)m-2-2i 
e 2im = -4- li e m = - 4 2i. 
Z-m. (1+i)m+2+3i-m 


UZ-Z  (0*im-4243i- (I - im * 2 - 2i 
_ i(x+iy)+2+3i  (2-y)+i(x +3) 
— 2ifx+iy)+4+i  (4-2y)+i(2x+1) 
_ IQ- y) tix * 3)][(4 - 2y) - 12x 4 1)] 
(4 -2y)? + Qx 4 1)? 
Q-y)42y)*G3)Qx*1)*i[-Q-y) 2x1) (c3) (4-2y)] 
(4 -2y? + Qx + 1)? | 


M(x,y) € D & m--- + 2i ou -(2-y)(2x+1)+(x+3)(4-2y)=0 
<> Gy) (1.2) ou -4x-2+2xy+y+4x-2xy+12-6y-0 
e (y)-(-1.2) ou 10-5y-0 


= Gy)-(-L2) ou y=2. 
Conclusion : D est la droite d’équation y = 2. 


b- Soient A(0,2) et B(1,2) deux point de D:y=2 = D = (AB). 
AQi) S A’ tel que aff(A') = (1 + i2i + 2 + 3i = Si 
B(1 + 2i) 5 B’ tel que aff(B/)-(1 + i)(1 + 2i) + 2 + 3i=1 + 6i 
Ainsi S(D) = S((AB)) = (A'B). 
D'où quand M varie sur D on a Q-S(M) varie sur S(D)-(A’B') 
Conclusion : l’ensemble des points Q=S(M) quand M varie sur 
D est la droite (A'B/). 
* AQi) S SA” tel que aff(A”) = (1—-i)2i-2+2i = 0 
B(1 + 2i) Š B tel que aff(B")-(1—i)(1221) - 2 + 2i-1 - i 
Par suite S'(D) = S'((AB)) = (A"B"). 
Conclusion : l'ensemble des points Q'-S'(M) quand M varie 
sur D est la droite (A"B"). 
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BAC 1998 SESSION PRINCIPALE 


Dans le plan orienté; ABI est un triangle équilateral tel que 
— 

— — " à 
(^5; AT) - An]. Soit Q le symétrique de B par rapport à (AI). 
1/ Soit R la rotation d'angle z qui transforme A en I. 


a- Montrer que Q est le centre de cette rotation. 
b- Soit C = R(B). Montrer que I est le milieu du segment [AC]. 

2/ A tout point M de [AB] distinct de A et de B, on associe le point M’ 
de.[IC] tel que AM = IM' Montrer que le triangle OMM est 
équilateral. 

3/ Soit G le centre de gravité du triangle OMM ' et S la similitude directe 
de centre Q qui transforme M en G. 

a- Préciser le rapport et l'angle de cette similitude . 
b- Montrer que S(B) = I et construire le point A’ = S(A). 
c- Montrer que les points I, G et A' sont alignés. 


Soit u un nombre complexe et (E, ) l'équation : 
z?-(2u-iu)z-2iuu = 0 
T étant le nombre complexe conjugué de u. 
1/ Résoudre, dans C des nombres complexes, l'équation (Eu). 
On désignera par Z et z” les solutions de cette équation. 
2/ On rapporte le plan à un repère orthonormé direct (0,61, e2) 
et on désigne par A, M, M' et M" les points d'affixes respectives 
2i, u, z' etz”. Soit (2 l'ensemble des points M tels que les points 
A, M' et M” soient alignés. 
a- Trouver une équations cartésienne de (7. 
b- Montrer que l'ensemble (7 est une hyperbole dont on 
précisera le centre, les sommets, les foyers et les asymptotes. 
c- Vérifier que (£j passe par le point O et donner une équation 
cartésienne de la tangente à (2 en O. 
d- Tracer (2. 
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PROBLEME B (10 points ) 


Soit f la fonction numérique d'une variable réelle définie sur IR 
par f(x) — Log(2x + 44x? +1 ) 
A-1/a- Montrer que la fonction f est impaire. 


b- Montrer que f est dérivable sur IR et vérifier que f'(x)— 2 


4x? +1 

2/ Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére 
orthonormé (0.1 i T 
a- Etudier les branches infinies de la courbe (C). 
b-Trouver une équation cartésienne de la tangente A à (C) en O. 
c- Préciser la position de A par rapport à (C). 

d- Tracer la droite A et la courbe (C) . 

3/ Soit a un réel strictement positif; calculer en fonction de a, l'aire 
de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites 
d'équations respectives x = 0, y = 0etx = a. 

B-1/a- Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g 
définie sur un domaine I que l’on précisera. 
b- Construire dans le repère (o. 1. i) la courbe (C) de g. 
c- Montrer que pour tout x e Lon a g(x) = lc —e*). 


2/a- Montrer que l'équation g(x) = x admet, dans IR?, une seule 


3 
solution à et que a > Ex 


b- Calculer, en fonction de a, l'aire Z du domaine limité par les 
deux courbes (C) et (C') et situé dans le demi-plan x > 0. 


C- On considère la fonction o définie sur IR par q(x) = mE 
1/a- Montrer que 0 est une bijection de IR sur un intervalle J que 
l'on précisera. 
b- On pose h29 !. Donner les expressions de h(x) et h'(x); Vx e J 
2/ On pose, pour tout x € [0,1[ etn € IN* 
S.(x) 2x 4 XL XL + E 


gua M AI 
i 


a- Montrer que Sa (x) = h(x) - Js ; dt. 


b- En déduire la limite, quand n ids vers +œ, de la suite (un ) définie 


1 1 1 1 
IN* n ccc cb peces 
sur IN* par u 33x35 + EE + Tan TT 
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UNE CORRECTION 


1/a- Q = S(an(B) € (AI) = méd[BO] 
=> AB = AQ et IB = IO 
Or AB = IB donc AQ = IO (1) 
* Q =S«an(B) 


5 (PAST) = {OK ai) px; 
= (aat) = (+) im 


= D Q 


` (1) et (2) 2 I=r(A) avec rla rotation de centre Q et d'angle CS 


x r est la rotation de centre Q et d'angle à 


= r^! est la rotation de centre Q et d'angle (-2). 
* R et r”! sont deux déplacements d'angles respectifs T et m 
= Rer? est un déplacement d'angle T + (-4) = 0 


= R or” est une translation.  ( noter que l'identité est une 
translation de vecteur nul ). 
*Reor'!(I)- R[r!(D] = R(A) =I 
=> Ror!-tg < Ide par suite R- r. 
Conclusion : Q est le centre de R. 
b- C = RGB) et I = R(A) > IC = AB 
De plus AB = AI 
— IC = AI (3) 
TG- TAN TRA. 
(ATC = (i.a) + (AB) [2x] 
=-L}+ E [2n] car R(B)-C; R(A)- et R d'angle En 


FR 
e (iic) =0[27] (4) 
Conclusion : (3) et (4) — L = A + C 
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2/ Soit M un point de [AB] distinct de A et de B. Posons M; -R(M) 
-Mı = R(M) et R(A) = I5 AM = MM; 
et comme AM = IM' alors IM; = IM' (5) 
M € [AB] > RM) = M: e [IC] (6) 
(5); (6) et M' e [IC] => M, = M' 
nnn 
— — 
Ainsi M’ = R(M) = OM = OM' et (avi. oM) = Ep] 
<> le triangle (OMM est équilatéral direct. 
3/a- -G le centre de gravité du triangle équilatéral direct OMM 
7 EN 
= (oM.od) = + [2x] est l'angle de S. 
: ed = 2G 
S(M) =G =k OM est le rapport de S. 


Soit L 2MxM'. 
G le centre de gravité de OMM' = QG = ZAI. 


A 


Conclusion : S est de centre Q; de rapport — et d'angle 6 


3 
73 ON | 
b- R(B) = C e OB = AC et Giro) = Ea] 
<> le triangle OBC est équilateral direct. 
 R(B) = CetR(A) = I = AB = IC 
et on a AB = BI car ABI équilatéral 
D'où BI = IC = I e méd[BC]. 
+ BI = IO car Q = S(an(B) < (AI) = méd[BO] 
— I e méd[BQ] 
I € méd[BO] 
I € méd[BC] > I est le centre de gravité de QBC 
OBC est équilateral 
et comme de plus R(B) = C alors S(B) = I 
& Pour la construction de A’ = S(A) ona R(A) = I donc A est 
le centre de gravité du triangle de QAI. 
c- M,A et B sont alignés car M e [AB]. 
=> S(M) = G;S(A) = A' et S(B) = I sont alignés car toute 
similitude conserve l'alignement. 
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U (E):z^-Qu-iü)z-2iuu = 0 
A = Qu-iü)? +8iuu = du? -diuu - ü?+8iuu 
= Au? + diuu - T? = (2u + iŭ)? 
D'où les solutions de (Ea) sont : 
2u — iü - 2u- i 


z = 2u-1ü-2u-1uü .. -jü et z” = 


_ 2u-1ü-42u-c1ü _ 
2 2 2u 


2/a- Soit u un élément de C tel que u = x + iy avec (x, y) € IR?. 
Mu) € (W €» A,M' et M" alignés = AM // AM" 


ERE: e DE: ; : . pas zY 
* aff (4M ys -2i--i(x — iy)-2i=-yH(-x-2) — AM T 
-X- 


TT . r x - — 2x 
* aff( AM" )=z'-2i=2x+2iy-2i=2x+i(2y-2) — AM" ( D ) 
y- 


Mu) € (W > -yQy - 2) -2x(-x -2) = 0 
e 2x? — 2y? + 4x + 2y = 0 e x?-y2+2x+y =0 
Ainsi (SG : x? —y? +2x +y =Q. 


b- M(x,y) e (W e» n =0 & (x^-2x)-(y?-y)-20 


e LID (v- ly = À 
Soit le point o(4; 1) Soit le repère orthonormé R'-(Q;8l, 62) 
Nommons R= (O,er,e2 


M est un point du plan; désignons par (x, y) les coordonnées de M 
dans R et par (X, Y) ses coordonnées dans le repère R’. 


Donc QOM-Xe$,- Ver e (x+ Dets(y - Ljsi=xe + ve 


x+l=X 
= 1 T 
yc 


MG Ya € (Y © My) € (39 
G De Ly ps Ye 


iaie E Co 


Par suite LT est l hyperbole équilatére de centre Q, de sommets 
s; 0) et S' (-5- 0) , de foyers F(c; 0), et F'(-6; 0) 
R' R' 


i 


ELMOUFID Page : 166 . Livre : 32 Bac. 


UNE CORRECTION DU : BAC 1998 SESSION PRINCIPALE 


2 2 
avec c = (2) + (3) = |i et d'asymptotes D et D' 


d'équations respectives Y=-X et Y=X dans le repère R’. 
c- 0(0,0),. 
On a 02-02 +2 x 0 +0 = 0 = O(0,0), e LT 


Ex d 
0(0,0), = o(,-1). 
D'où l'équation de la tangente à LST en oa(u) dans R’ 
2 
1 xX- Cv - ($) = 2X +Y = 3 


d- Traçage de (5). 


D':2x+2y+1=0 


PROBLEME | 
A-l/a- Vx € IR; f(-x) = Log(2(-x) + J4(-x)? +1 ) 
- d L TT x) x E LS ) 


44x? +1 +2x 
2 EN 2 


g£————————— 
J4x? +1 +2x V4x? +1 +2x 
= -Log(2x + 44x? +1 =) 


— f est impaire. 


b- la fonction (x — 4x2+1) est dérivable et strictement positive sur IR 
— la fonction qui à x — 44x? +1 est dérivable sur IR 
- la fonction qui à x — 2x + 44x? + 1 est dérivable et strictement 
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positive sur IR 


= la fonction f: x — Log(2x + 4x? + 1 2 est dérivable ur IR. 


8x 
ve TET) Qx-d44Ax^ +1) 4Ax^-1) — * Ma 2 


2x + 44x? +1 2x + JAx? +1 he 


2/a- - lim f(x) = + 


X—+00 


tim [2] un cric Hub die 


X—>+00 


Log(2 + [4 + — i) 
P OU. 
= (C) possède une branche parabolique infinie de direction 

l'axe des abscisses au voisinage de +o. 


+ lim f(x) zum f(-X) rm [-£(X)] = 


X2--00 


UST [E]. men 


—]im EM = 0 carfest impaire. 


X400 
— (C) posséde une branche parabolique infinie de direction 
l'axe des abscisses au voisinage de -oo. 


X400 A 


b- À : y = f'(0)(x —0) + f(0) 
L ! = 2 I LJ e 2 S 
POT O Log(2 x 0+ 44x0 Hd) 0 
D'où À : y = 2x. 


c- Soit k(x) =f(x) — 2x = Log(2x + 4x2 +1 ) — 2x 


Onak'(x) = f'(x) -2 = ——2—— -2 
44x? +1 
nl R +1. 4x? +1 _ Į- 4x2? = 1 


Ra 
on remarque due k(0) = f(0) —2 x 0 = 0 
xx 20 & k(x) € k(0) = 0 ( car k N, sur IR ) 
xx € 0 €» k(x) > k(0) = 0. ( car K N, sur IR) 
D'où les positions relatives de (C) par rapport à A 
+ Sur] — œ, 0] on a C; est au dessus de A 
+ Sur [0;+00[ on a Cr est au dessous de T 


ELMOUFID Page : 168 Livre : 32 Bac. 


UNE CORRECTION DU : BAC 1998 SESSION PRINCIPALE 


d- Tenant compte des résultats précédentes et du fait que Vx € IR; 
f(x) = ——2—— » 0. 


JAx? +1 


3/ Désignons par A(a) l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) 
et les droites d'équations respectives x = 0,y = 0 et x = a. 


A(a) = f? alde = f^ Log (2x + JA 41 )dx 


u(x)-1 A u(x)=x 

v(x) = f(x MIB ess nn 

(x)-f(x) n^ (x) fen 
-[xfi re Vus E S xf 5 4 x 2x d 
[xf()], - f, ao i eI 


= aLog(2a+ 44a? +1 ) - L[ Ja? «1 ] 
= aLog(2a + 44? 1) - Lia +2. 


B-1/a- fest continue et strictement croissante sur IR 
=> f réalise une bijection de IR sur I-f(IR) = IR 


b- LC = Sp((C)) avec D:y=x. (Voir figure) 
c- Vx € I; n ie — e»)) 


(1 (e* —e *) )=Log( 24 2——(e*-e*) + Ja (e* —e*)? +1 ) 
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Xx 2r.leX L4 
E" Lathe - e) + fe E + 4 ) 


"Lee ce (55) 


= Log] le sgg epe ~ Lage" = f(f (x)). 
> f(x) = le -e*)- g(x). 


2/a- g(x) = x €» f(g(x)) = f(x) e f(x) = x e f(x) - x = 0 
Soit V(x) = f(x) — x pour x € IR" 
Vx e IR; V'(x) = f(x) -1 = ——2— -1 
: Ja 1 
_ 2-44x?+1 " 2 + 44x? +1 


JAx? +1 2+4J/4x2+1 


-" 3 — 4x? 
Ja? +1 (2+ Ja 1) 


D'où le tableau de variation VV 


v(432) 


20 


x Vx €]O; SEN on a V(x) » 0 


s i 9 : 43 
= l'équation V(x) = 0 n'a pas de solution dans ]0; + b 
| NO . 43 
* * T est continue et strictement décroissante sur Ea -Foo[ 


43 . 43 


xm sur ] 0, V (77-)] 30 


. => l'équation V'(x)—0 possède une seule solution a dans [pA ;+00[ 


— Y réalise une bijection de [ 


Bilan :l'équation VY'(x)—0 possède une seule solution a dans IR* et 


3 
que à > 5. 
b- .27- 6) - 869) dx =f s £09 dx — [^ g(x) dx 
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-af(a) — Law +1 $ i -f lo — e) dx 
=0? — Lau + + + - le +e*]S carf(a) =a 
=? - L J4 +1 + L- iep e + + 
m "RD = ge *te?)41 
C-L/a- ox) = -S&9. = rer 


g'(x) e*+e*: 
On a est dérivable sur IR et Vx e IR; 


x -x 26e Xo EX 2 
here) Se S 0 
(e* +e*) (e* +e*) 


=> 6 est strictement croissante sur IR 
=> (0 réalise une bijection de IR sur J=p(IR) 


= ọ(IR) =] lim o;lim Q[ car ọ est continue et 7 sur IR. 
< e * A " 
* lim o=lim — €—-lim dif. -l1-4 
—oo xo—o € +e x>—%0 e™ (e5 +1) x>—%0 e*41 
X -2x 
E -i ee —e* _ e*(1—e 1. 
YH Gros IR uum 
Ainsi J =] — 1;I[. 
- Ga; | = = e-e” _ ex-1. 
b- Soit x € J, h(x)-y e o(y)»x e UENIT = el 
e eY -1 = xe +x > (l -x)e” =1+x 
2y = lx -l Les. 
ee rer LLog tx 
Conclusion : Vx € J;h(x) = lLogltk. 
EE EM 
x Vx e h'(x) = 1 C5) TEL = te. 
1+x | 2 L1+x  — ]-x? 
]-x LN 


2/ On pose ,pour tout x € [0, 1| etn € IN* 
a- La fonction S, est dérivable sur [0, 1[ ( car c'est un polynome ) 
= 2n-2 
x et Vx € [0,15 Sx) = 1 + 32 + BR En De 


3 CRT LIRE FC 
= 1+x2+xt+...+x272 


= 1 +x? + (x2)? L. T 
Comme Vx € [0,1[;x? + 1 alors eT aq) ET (x ) 
-x 
D'où Vx € [0, 1[; S; (x) = 1e P de plus S,(0) = 0 


Ainsi la fonction S, est la en de x — Rs 


sur [0, 1[ 
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qui s’annule en 0. K 


x la fonction x — hT 


( 


aussi h E an sur [O, if 
Donc Vx e [0,1[; (neo - f 


gd est la primitive sur [0, 1[ de 


t A 
zd) Nl 


0 [cx ex Deae 
D'autre part h(0) S zd - zo l +0 efi nd 


=> la fonction x > om " ; dt est la primitive sur [0, 1[ 


de (: e L G ) quis do en 0 (2) 


(1) et (2) = S.) = h(x) - f? à 


1 1 1 1 
b-a = + + + +... +- 
Toug gk $99 Qn - 1). 321 
1 N3 1 NS 1 N2n-1 
E PCS C: C» Por Log 
CURE E ++ D -S.(39-h(32 - [5 dt 
1++ 1 
OE S. ca cte ess NIE 
Po PEU S CT 7 Log2 # 1-29 
(0st sosed aoza- 
æ1z1-P>1-+ 
1 9 2n £m 9 (2n 
i S se eere 
n C 3 9.2 
= fj dsl dsl Zd 
L 1 L 
1 2n 3 « 43. p 2D. 1 2n+1 | 3 
= [Tt 5 shk ES Ere |; 


L 2n n 
ni zm, GO < 1: edm dt < SOIT 


. 1 1 2n+1 - d 1. 
De plus lim [ >- L) ] Ocar + €] -1;1[ 


n-400 1 E e 


En conclusion lim u, = Los 
n+ 
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vla 1998: SESSION DE CONTROLE 


Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = yx? — 4x 4 5. 
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté à un 


> > 
repère orthonormé (o, 1, J 


1)a- Dresser le tableau de variation de la fonction f. 
b- Montrer que la courbe (C) admet deux asymptotes obliques A et A' 
dont on déterminera des équations cartésiennes. 
c- Tracer A, A' et (C). 
2) Soit Q le point de coordonnées (2,0). 
a- Trouver une équation cartésienne de (C) dans le repére (a? i,j 3. 


b- En déduire que, dans le repére (aT 1, J 1). la courbe (C) est la 
représentation graphique de la fonction g définie sur IR par 
g(x)-41 + x? 

2) Soit F la fonction définie sur IR par : 
x X X 
F(x) = IN ? «(tdt où u(x) = L(e 2 —e 7 ) 

a- Résoudre dans IR , l'équation : u(x) = 1 

b- Montrer que la fonction F est dérivable sur IR et que, pour tout x 
de IR ,on a :F'(x) = ice +e*+2). 


c- Calculer l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les 
droites l’équations respectives x = 2 ,x = 3 et y = 0 relativement 
au repère. 


1)a- On lance un dé truqué dont les faces sont respectivement numérotées 
de 1 à 6.Sachant que la probabilité d'apparition du numéro 6 est 1 


et que les autres numéros ont la méme probabilité d'apparition, 
calculer la probabilité d'apparition pour chacun des numéros de 1 à 5 
b- On lance aussi une piéce de monnaie truquée. Sachant que la 
2 


probabilité d'apparition de la face “Pile” est G ,calculer la probabilité 


; d'apparition de l'autre face. 
2) On lance simultanément le dé et la piéce de monnaie et on désigne par 
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X l'aléa numérique défini comme suit : 
+ Sila face " Pile " apparaît en même temps qu'un numéro impair du 
dé alors X —0. 
+ Si la face " Pile " apparait en même temps qu'un numéro pair du 
dé alors X = 1. 
+ Si la face " Face " apparait alors X prend pour valeur le numéro 
apparu sur le dé. 
Déterminer la loi de probabilité de X. 
3) On répéte l'épreuve précédente trois fois de suite et on désigne par 
Y le nombre de fois où l'on obtient X > 5. 
a- Calculer P(Y — 2 ). 
b- Calculer l'espérance mathématique de Y ainsi que sa variance. 


2 
B (10 points) 


| PROBLEME 


i 


S 
Soit dans le plan orienté, un losange ABCD tel que (A8. AD) = + [27] 
et AB > 6 (en cm). Soit R la rotation de centre D et d’angle e 


On désigne par I, J, K et L les milieux respectifs des segments [AB], [BC], 
[AD] et [AC]. Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle BCD et 
O' le centre du cercle circonscrit au triangle ABD. 
I-1) Soit f=S(pa)0R (Soma) étant la symétrie orthogonale d'axe (DA) ). 
a- Déterminer la droite A telle que R = Spa) 0 Sa. 
b- En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f. 
2) Soit g =R o Sc). 
a- Déterminer g(B) et g(C). 
b- Montrer que g n'est pas une symétrie orthogonale. 
c- Déterminer la nature de g et donner sa forme réduite. 
1 


3) On désigne par h l'homothétie de centre D et de rapport p et on pose 


S - R o h. Soient (©) et ( ) les cercles circonscrits respectivement aux 
triangles BCD et DKL. 
Soit E le point diamétralement opposé à D dans le cercle (©). 
a- Déterminer S(B), S(C) et S(E). 
b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de S. 
c- Montrer que ( Ø) est le cercle de diamètre [DO]. 
I- On désigne par (T) l'ellipse passant par I et de foyers D et B et par (T°) 
l'ellipse passant par I et de foyers D et A. 
Soit B’ le point de la demi-droite [O'T) tel que IB’ = IB. 
1)a- Montrer que le réel DB' est le grand axe pour chacune des ellipses 
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(LI) et (T^). | 
b- Construire les sommets de (T°) et (T?) et tracer ces deux courbes. 
2) Montrer que si M est un point de (I) alors R(M ) est un point de (T"). 
3)a- Montrer que si M est un point commun à (I) et (T°) alors M 
appartient à la droite (DI). 
b- Construire alors le deuxième point, T. d'intersection de (T) et (17). 


UNE m POSSIBLE 


1)a- la fonction qui a x — x? — 4x + 5 est dérivable sur IR et Vx € IR 
onax?—-4x+5>0 
par suite la fonction f : x — Jx? — 4x +5 est dérivable sur IR. 
+ Vx € IR; f(x) = —2x=4 x-2 


24x? - Ax * 5 Jx? - Ax 5 


is f un pe — E + =) - +00. 


D'où le tableau de variation de f 


( car quand x tend vers -œ on a KE x x) 


(Jx? — 4x + 5 +x)( 4x? - 4x+5 — x) 


* lim [f(x) +x] =lim 


x=>—00 X (x? - 4x - 5 -x) 
5 
E en = e Lon) 
xo (Jx?— Ax 5 —x) x E QUE AM 
x(- J1 as " 1) 


Ainsi x et x donnent que la droite A' : y = —x + 2 est une asymptote 
oblique à (C) au voisinage de —oo. 
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2 -i.2i) p 
HN x2(1 + x 1 ++ " 


& lim -lim ————————— 
X—+00 un X—=>—00 
2 _ 
oma CO cx) Siam URSS + DURS 0 Jx'—4x 5 —x) 
X00 X00 (4 x? — 4x45 + x) 
x(-4 + à) 


-lin ———— EE — --2 


X--o0 4 5 
LEE +1 
x sE 


Ainsi G et © donnent que la droite A : y = x — 2 est une asymptote 
oblique à (C) au voisinage de +00. 


2)a- Soit M un point du plan. Désignons par (x,y) les coordonnées de M 
dans le repère R= (or 7) et par (X, Y) les coordonnées de M 
dans le repére R’=(9, T J 

—— > v? 
M(X, Y), = OM - Xi +Y] 
E E D v? 
€» (x-2)i *(y-0)j = Xi +YJj 
x-2-2X x=X+2 
— 
y-Y y = Ÿ 
MR, Y)y € (C) & MG y)g € (C) 


x € IR 

y = f(x) = Jx?- 4x45 
(X + 2) e IR X € IR 
Y-(X42))-4(X42)45 l Y-4X?41 


Conclusion : (C) : y = yx? +1 dans le repère R’. 
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b- On muni le plan au repère R-=(9,7, 71 alors la courbe de la 
fonction g : IR — IR;x — 41 x? a pour équation 
y-g(x)-4x? 1 qui est l'équation de (C) dans R'=(Q, i, i) 


— Dans R-(Q, 395 la courbe (C) est la représentation 
graphique de la fonction g. 


2)a- u(x) = 1 œ ef eT =2 e? -b =2 
e2 
X 2 X, 
e (e? —-2e2 —-120 
X=e7 
> 
X^-2X-1-0 LN =1+1=2) 
Xem 


X21-42 ouX=1+4/2 
€»e2 —1442 ou e? -1—- 42 < 0 impossible 


î 
X e 
I = Log(1 + 42) ex- 2Log(1 + 42). 
b- Soit G une primitive de g sur IR ( cette primitive existe car g est 

continue sur IR ). 
Ainsi F(x) = f^^ g(t)dt = G[u(x)] - G(0). 
la fonction u est dérivable sur IR et aussi G est dérivable sur IR qui 
contient u[IR] par suite, d’après le théorème de la composée de deux 


fonctions, on a la fonction qui à x — G[u(x)] est dérivable sur IR 
Par suite F est dérivable sur IR. 


Vx € Mies =u ap G Boo) 


li 


lf. _XN 72 

E cm EK ST | 
ES XA 1 

e2 +e 1) = ge +e7+2) 

c- Désignons par A l’aire de la partie considerée. 
Az | : f()dt- i g(t)dt=[ JUR 7 s(t)dt-F QLog(1  /2)) 
D'autre part F(0) = f^^ g(t)dt = 0 ( car u(0)-1- (e*-e77)-0) 


H 


Sx 
+ 
© 
yx 
NA 
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et aussi Vt € IR;F'(t) = 4e +et+2) 
— Vx e IR;F(x) = f ic re 2t 
= He —-et+2t], = lc —e* 42x) 
= A-F(2Log(1-/2 )-i i ) — elol) ALog(1-42)) 


= ta +2) aw + 4Log(1 + m) 


GR saot 2) 
Enfin : ia ~ t Log(1 «42)) la „a. (ua: unité d’aire). 


1)a- désignons par pi la probabilité d'apparition de la face portant 1. 
ona: a-pi = P2=pPp3 = p4 = ps (par hypothèse) 
D'autre part pı + p2 + ps +p4a+ps +P6 = 1 
do MSS 
€ a+ 3 ] a 1$ 
s Nommons P l'événement avoir K et F l'événement avoir “face” 
DR =] pE)+ 2 = 1 Sp(F) = i 


2) X(Q) — {0;1 -1:9-72: A. 4; 5; :6}. 
cas voiles pour réaliser (X—0) probabilité 
RUE. | 2 _2 3x2 À. 
P et chifre impaire du dé G (pi*patps)- $-^15 2 


euo. 
- Les cas favorables pour réaliser (X = 1) sont : « P et face 2 » 


« P et face 4 »;« P et face 6 » et« F etface 1 » 
TH s e op wd d duc E 
S RS rs tps ps 8e do 
- le cas — pour réaliser (X = 2) est« F et face 2 » 
B NEN 
cO ce Nue ict 
- le cas favorable pour réaliser (X — 3) est« F et face 3 » 
Ligue S v A cA 
> pX=3)= 7x% S" 
- le cas favorable pour réaliser (X = 4) est« F et face 4 » 
M ORC de re 22 
=> pX = 4) SR 
e le cas favorable poni réaliser (X = 5) est « F et face 5 » 
T NUR PEL 
=> p(X = 5) = * 1$ ds | 
+ le cas boss pour réaliser (X — 6) est« F et face 6 » 
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XX-9-ixi- d 


D'où le tableau de loi de probabilité de X 
Xi 0 1 2 3 4 5 6 
=x) ec |8 |22| 2 |2] 
pCC7 x0 13$ | 25 | 25 | 25 | 25 | 25.1 25 
3)a- Y : 3 répétitions — nombre de réalisation de (X > 5) 
Comme les répétitions sont indépendantes alors Y 2 une loi 


= NUT PRU 
Binomiale de paramètres n=3 et p= je M 5))= 2s t 25 3s 
2 _ .2646 
DPE ES as 25 ) (lo. 15625: 
b- DR RI 
_ 378 
625' 


I-1)a- - R = Spa) 0 Sa rotation de centre D 
— D est le point d'intersection de A et (DA) — A contient D. 
* Soit M un point de A distinct de D. 


R = Spa) 0 Sa rotation d'angle + 


EN p ner] 
Or (DDA) =- [npe DA; Di) =£ [n] 
D'où (DM. DA) + (DRDI) = -2 + $ 
où L ; )+( ; )=-%4+4 [n]. 
—— 
— —À | 
e (DM, Di) =0 [xr] = D,M et] sont alignés. 
Conclusion : À = (DI). 
b- f = S (DA) oR = f = S (DA) o S (DA) o Son — f = Son. 
2)a- x g(B) = Re[Smc)(B)] = RÆ) = A 
SES " 
( car DB-DA et DES --E [a], 
x g(C) = R ° [S@c)(C)] = R(C) = 
————— 
( car DB-DC et (pc. DB) --R pa] 


b- Supposons que g est une symétrie axiale 4 
g(C) = B e» g(B) = C ce qui est faux car g(B) = A 
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D'où notre supposition est fausse, par suite g n’est pas une 
symétrie axiale. 


c- - R est un déplacement et S(pc) est un antidéplacement 
=> g-ReSqmc,estun antidéplacement 
De plus g n'est pas une symétrie axiale 
donc g n'est qu'une symétrie glissante. | 
EB Désignons par V le vecteur de g et D; l'axe de g. 
th 
geg(C)-g[g(C) -g(B)-A et on sait que g » g = ty 
-— TA En 17? 2 
=> 20 = CA u = 7 CA=I car I-B * A et J-B * C. 
-g(C) = Betg(B) = A donnent queJ = B x CetI = B« A 


appartiennent à D; l'axe de g. 
Donc D; = (I7). 


En conclusion : la forme canonique de g est : g = t} ° San. 


3)a- - S(B)-R[h(B)] = R(L) DL + B puisque L = D « B. 
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D'autre part L-D * B > R(L) = R(D) * R(B)-D * A=K. 
D'où S(B)-K. 
+ S(C)=Rfh(C)] = R(N) avec N = D«C. 
D'autre part N-D * C > R(N)-R(D) * R(C)=D * B = L. 
alors S(C)=L. 
S(E)HR[h(E)] = R(O) car O-D«E 


3 
R similitude directe de centre D, de rapport 1 et d'angle — 


+ et d'angle 0 
— S=R <h est une similitude directe de centre D, de rapport i et 


——M— 
— —+ 
-Q" car DO-DO' et (50.60) 2X [m] 


E 
b- 3 
h similitude directe de centre D, de rapport 


> -T 
d'angle 3 


c- (©) est le cercle passant par DB,Cet E. — S(( &)) est le cercle 
passant par D, S(B) = K, S(C) = Let S(E) = O' 
Par suite S((462)) €). 
D'autre part [DE] est un diamètre de ( 5) 
donc S([DE]) = [DO'] est un diamètre de S((@)) {&'). 


II-1)a- - I € (D) = ID -« IB = 2a le grand axe de (T) 
Or IB = IB' d’où 2a = ID + IB’ = DB'carI e [DB]. 
Conclusion DB' est le grand axe (T). 
Ie(T) e ID +IA = 29 le grand axe de (T") 
Or IA = IB = IB' d'ou 2a’ = ID + IB' = DB. 
Conclusion DB’ est le grand axe (I). 


b- Pour la construction : 
E Les sommets de (I) sont les points d'intersection de l'axe focal 
(DB) de (I) et son cercle principale de centre L = D * B et de 


rayon iDB' | 
FB Les sommets de (I) sont les points d'intersection de l'axe focal 


(DA) de (T^) et son cercle principale de centre K=DxB et de 
rayon 2 DB" 
voir figure . 


2) Soit M un point d'image M' par R. 
Comme R(B) = A alors MD-M'D et MB-M' A. 
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M e (T) MD +MB - DB' 
c M'D+M'A = DB' 


e M e") 
MD + MB = DB' 
3a-M EMANAT) 
MD + MA = DB' 
= MB = MA 


€» M e méd[AB] = (DI). 


b- D'aprés la question précédente, T appartient à (DI). 
Désignons par G; et G2 les points d'intersections de (DI) et le 
cercle directeur de (T°) et de (I") en leur foyer commun D. 
x La médiatrice de [Gi B] coupe (DI) en un point I, qui est dans 
(T) et (T°) en effet : 
Dc IB =D + LhGi 
= DG; = DB! grand axe de (T°) 
=> li € (T). 
EDI A =D * EB car L € (DI) la médiatrice de [AB]. 
= DB' grand axe de (I) 
— lh € (I^). 
x Aussi la médiatrice de [G2B] coupe (DI) en un point Iz qui est 
dans (T) et (T°) (on le démontre de la méme manière ). 
On constate que I; et I; ne sont que I et T ( suivant les 
dispositions de Gi et G2). 
D'où la construction  ( voir figure ). 
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EAG 189 SESONON PRINCIPALE 


Le plan complexe P est rapporté à un repère orthonormé ( O, Į, V). 

Soit A la droite d'équation x — 2 et A le point d'affixe 2. 

1) Vérifier que A est l'ensemble des points M d'affixe z tels que 
4-z—-zz0 

2) Soit ọ l'application de PV A dans P, qui à tout point M d'affixe z 


associe le point M d’affixe z! = —5—ZZ - 
4—-z-z 


a- Montrer que z’ est un nombre réel . 
b- Déterminer l'ensemble (T) des points M (z ) tel que z’= k où k est 
un réel donné différent de 2. 
3)a- Montrer que pour tout nombre complexe z tel que Re(z) + 2 on a : 
Iz -z= Iz - 2) 
b- En déduire que pour tout point M de P^ A,le point M’ est 
l'intersection de la médiatrice de [AM] avec l'axe des abscisses. 
4) Soit D la droite d'équation x — 3. 
Pour tout point M de D on désigne par M’ le point (M) et par M” le 
symétrique de M’ par rapport à (AM). 
Montrer que M" appartient à une parabole de foyer A et dont on 
précisera la directrice. 


Dans le plan orienté, on considére un triangle rectangle ABC tel que 


p manm ve 
(AB, AC) =Æ [2x]et AB = 2AC. 
Soient D et D’ deux droites parallèles passant respectivement par B et 
C et ne contenant aucun des côtés du triangle ABC. Soit A la droite 
passant par À et perpendiculaire à D et D'.La droite A coupe les 
droites D et D’ respectivement en I et J. 
1) Soit S la similitude directe qui transforme A en B et en A. 

a- Déterminer l'angle et le rapport de S. 

b- Soit Q le centre de S . 

Montrer que Q est le projeté orthogonal de A sur (BC). 

2)a- Déterminer S(D?) et S(A) 

b- En déduire S(J). 
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c- Montrer que le cercle de diamètre [IJ] passe par Q. 


PROBLEME || (10 points) 


Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On considére 
la fonction f, définie sur [ 0 , +co[ par : f. (x) = x^e"*. 
On appelle C, la courbe représentative de la fonction f, dans le plan 
rapporté à un repére orthonormé ( OT,j) ( unité graphique : 3 cm) 
A-1)a- Dresser le tableau de variation de la fonction f, . 

b- Déterminer la position relative des courbes Ca et Cnn . 
2)a- Tracer C; et C2 en précisant les demi-tangentes à l'origine . 

b- Calculer l'aire Sn du domaine limité par la courbe C; et les droites 

d'équations respectives x -Oetx —n. 
c- Calculer lim Sa. 


noo 


B- V x € IR* et Vn € IN", on pose : F4(x) = f(t)dt 
t 
1).Montrer que, pour tout t > 0, ona: 0 < fi(t)e2 < 1 


+ 
2)a- Montrer alors que , V t > Oet Vn e IN',ona:0 < falt) <e 2 
b- En déduire que, V x 20 et Vn e IN*,on a : 0 < Fix) € 2. 
C - Pour tout réel u > 0 et Vn € IN*,on pose : Ga (u) = lL t'e ‘dt 
1)a- Montrer que, Vn € IN*\{1},on a: Ga(u) = —u"e™ + nGs-1(u) 


b- En déduire que :Ga (u) = -nle* 245 En + n!Gi (u) 


2) Montrer alors que : lim G;(u) = n! 


U-o0 
3)a- Montrer que , Vx > 0 et Vn € IN*,on a : G, (nx) = n'fi(x) 
f, étant la fonction définie dans la partie A- . 
b- Montrer alors que, Vx 20 et Vn e IN*,ona F.(x)- —L-Gs (nx) 
n 
c- En déduire lim F,(x). 


X00 


ISS H 


1) Posons z = x + iy avec (x, y) € IR? : 
M(2€eA—x-2«c m 2 car x = Re(z) = Z+Z 


2 
€ z+Z=4 
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€24-—-z-z-0. 
Conclusion : A = (M(z) € P tel que4-z-z = 0). 
—zy.(.4-zz Y. A-Zz . 4-zz ., —« 
qni a c 1 TF d-z-.z 2 rZ =Zz 
z =z =z est un nombre réel. 
b- Posons z = x + iy avec (x, y) € IR?. Soit k € IR\{2}) 
; 4 — (x - iy)(x + iy) 
M presser GR), | 
(2€ Dez e 1-095) 26 55 
S One EU Se 
maa EA —y = —2kx + 4k 
€» x? +y? - 2kx - 4k - 4-0 
€» (x-k)? +y? « k? - 4k «4 
ce (x-k) +y? = (k-2) 
€» M e au cercle de centre Q(k, 0) et de rayon |k — 2]. 
Suümoherco cis avee0Ly) C DO Hx 22 


c 


eae | 2 oue | iz zum 
= 14= AEL -2-2 25 z- 2p 
4-z-žż ļ4-z-2žļ| 
ente RE one ARR TE 
= |=22= La + 2422 jc E a; 
4 — Z 4—z-z 
z—2lz-—2 z-2 - 
SE A car |z - 2| = |z - 2j. 


Conclusion : |z' — z|- |z' — 2| 
b- Soit M € PM. 
* |z'-zl2|z' - 2/& MM'=M'A e M e mediatrice de [AM] (1) 
* z’ esr un réel > M el'axe des abscisses (2). 
(1) et (2) = M' est l'intersection de la médiatrice de [AM] avec 
l'axe des abscisses . 
4) 
-M' € médiatrice de [AM] 
— MM=M'A (3) 
M" = RAUT = M'"M-M'M et M’A=M'A (4) 
(3) et (4) > MM'AM' est un losange. 
=> M'A = M"M et (AM'Y/(M"M) 
+ A et M sont dans l'axe des abscisses qui est perpendiculaire 
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à D:x=3 ainsi (AM) 1 D. 
= (M"M)LD car (AM')/(M"M) 
— M est le projeté orthogonal de 
M" sur D. 
€» MM" = d(M";D) 
Or on a déjà M'A = M'M 
D'où M'A-d(M":D) 


< M” appartient à la parabole de foyer A et de directrice D. 


TN 
le rapport de S et (AC BA) son angle 


A 


8-7 car AB = 2AC 


—— —— 
(AC BA) = 1+ (AC AB ) [27] 


= n+ [2r] = * [2r]. 


7 ON 
b-8S(A) = B > (oX o8) - [21] 
=> (QA)L(OB) (1) 
— — — —À — —À 
& (oc, OB) £ LOC. 04) à (CA 08) [2x] 

2 + ES [2n] 8" [2m] 

= Q e [CB] (2) 

(1) et (2) => Q est le projeté orthogonal de A sur (BC). 

2)a- S est d'angle Æ, Alors : 


lit 


* S(D") est la droite perpendiculaire à D’ passant par S(C) = A 
—S(D'-(AJ) = A 
+ S(A) est la droite perpendiculaire à A passant par S(A) = B 
=> S(A)-D. 
b- JJ) = D'NA > 4S} = SD n SLA) 
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> S) = AND = {1} 


D'où SLT = I. 
par 
esdels (oi.ar) - [2r] 


=> Q € au cercle de diamètre [IJ]. 


A-1)a- fa est dérivable sur IR* ( produit de deux fonctions dérivables) 
- Vx € IR; f, (x) = nx" le* — nx"e™ = nx le n*(] — x) 
> sig(f,(x)) = sig(1 — x); Vx € IR*. 
Premier cas:n = 1 


+ lim f(x) =lim xe* —lim l = 0 
X—-00 X00 X00 e- 


Deuxième cas : n > 2. 


: lim f(x) =lim x"e"* —-lim (xe *})" = 0 

X+00 X00 X>+ 
b- faa (x) E fa (x) = xttle-(n+1}x — x'e "X=yxie "x [xe* — 1] 

Or d’après le tableau de variation de f; on a: 
Vx > 0;fi(x) <e! < 1 > vxz0O;xe*-1«0 
Par suite Vx > 0; fa (x) — fa (x) = nene" - 1] < 0 
Ce qui donne que Cart est au dessous de Ca. 

2)a- -f1(0) 2 1 
= fi(0)(x — 0) +f1(0) = x . 
= Ti: 7 ES ESDI est la demi-tangente à 
x> 


droite à la courbe C; en son point O(0, 0). 
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-£,(0) 20 
y = f,(0)(x — 0) +f2(0) = 0 
x > 0 


>T: est la demi-tangente à 


droite à la courbe C2 en son point O(0,0). 


y 


b-S =U; UO] a.— ( xe™dx )u. a. 


u(x)-e* fn u(x) = -e* 
vo mx a v(x)- 
. R xe *dx = [-xe *]5 — IR —e™dx 
--ne?-[e*]j 2-ne*-e?-41 


S, = (-ne"-e"+1l)ua (avecua.-9 cm?) 


c- lim S,=lim (-ne* —e?--1)ua.-l.ua. car lim ne? = 0 
n-oo n—-too t E3 n—+00 
B-1) Posons u(t) = fi(t)e2 =te 2 


La fonction u est bezin sur pe 


t t ; 
vise = 62 - 62 = € ale je 2—t). 


D'où le tableau de variation de u 
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+ 
* lim u(t) =lim te 2 =lim —2Te! = 0 (avec T = -{) 
t-+00 t->+00 T2-o 2 
D'aprés le tableau de variation de u on a : 
Vt > 0.0 < u(t) 2e! < 1 
t 
SE 2 <1 


2)a- Vt > 0:0 < &(De? <1 


eM 


= Yt > 0;fi(t) <e 2 
e Montrons par récurrence que Vn e IN* ona fa(t) < fi (t); Vt > 0 
fit) < fi(t); vt Z 0 ( évident ) 
* Soit p € IN*; Supposons que f, (t) < fı (t); Vt > 0 ;montrons 
que fpr(t) < fi(t); Vt > 0 en effet 
fp (t) € fj(t); Vt > 0 d’après A-1/b- 
de plus f,(t) € fi(t); Vt > 0  ( par supposition de récurrence ) 
D'où fpr (t) < fi(t); Vt Z 0 (par transitivité de l'inégalité ). 
Conlusion : Vn € IN* ona fa(t) < fi (t); vt 2.0 
t 
Or Vt>O:fitt) <e 2 donc Yt > Ofat) SE 2. 
o Vt > 0; fa(t) = x"e™ > 0 


Bilan : vt > 060 < fa(t) < AR 
b- Vx > 0 et Vn € IN*,on a d’après la question précédente 
Vt e [0x]; 0 € fi(t) € 15 
-0z[ f, (t)dt < f 24 
= 0 <F,(x) < [27 | = —2e E 2 +2. 
_x° 


D'autre part V x 20;-2e 2 < 0 & Vx>0:2-2e 2 « 2. 
Enfin 0 <F,(x) Z2; V x 2Oet Vn e IN*. 


C-1)a- Pour tout réel u > 0 et Vn e IN*\{1}; 
Gu) = f 3 t^e-tdt 


ut =e æ ui(t) = -e* 
VER. X (Dent. 
c G«(u) = [et], + nf tle-tdt = -u'e + nG,- (u). 


b- 9 G5(u) = -u?e"* + 2Gi(u) = 2le" >. T + 2!Gi (u) 
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D'où la proposition est vraie pour n=2. 
H q € IN*\{1}. Supposons que G(u)=-qle" 


Montrons que Ga (u)7-(q + 1)!e^* 2e u + (q+1)!Gi(u) 
Gat LW) = -u? e* + (q-1)GqQ). ( d'après la C-1)a-) 
= -u#let + i + l-e" w " + qi'Gi(u) 

= -(q+1)! d T e "-(q-1)! 2d + (q+1)1G1(u) 


(car(q 1) xq! = (4 1) 
sre Bac M 


Conclusion : d et H >G, c = -nle^ 273 
2) Yn € IN*1},Ga(u) = -nle* 7 , X n + ES 


€» Vn e IN*\{1},G, (u) = -n! 2. ee + n!Gi(u) 
+ Gi(u) = I: "te*dt = —ue" — e* +1 d’après A-2/b- 


Ainsi Vn € IN*\{1},Ga(u)=-n! 2: x + n![-ue™"-e™+1] 


: pour p € IN*\{1}; lim uPe" =lim [pe | 


e A Hi) 


U + nlGi (u) 


uoo uoo 
=lim [pXe*]?'-0 (avec X=) 
X--—o0 
lim u?e" 
lim G;(u)--n! $7. , EE ER lim —ue^"-n! lim e“+n!=n! 
p u->+00 uoo 


uoo 
3)a- Ga (u) = f; t^e^dt; Vus 
=> G, est la primitive de (t — t^e *) sur IR* qui s'annule en O. 
=> Vu > G)-nue* 
Ainsi : Vx > 0 et Vn e IN',ona: 
Qx Ln) = (nx)'e"" = n'x'e"t = n'f,(x) 
b- Vx 20et Vn e IN*, ona: 
vt e [0;x]; Gat) = n"fa(t) 
=f , Ga(nt)dt = n° Í , f (Odt 
o mF,Q) = $ f(nt)'G,(n0dt 
e mF,QG) = A [Ga GE = LL Gi (nx) -G.(0)] 
€ Fx) = L S 
c- lim F,(x) Eum d —— Gi (nx) nm EST —— G, (u) = RE 


X—+00 


(en pasani u=nx ona: quand? X — +oonau > +0) 
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1999 SESSION DE CONTROLE 


x? +2 
x? +1 
1/a- Drésser le tableau de variation de f et C sa courbe representative 


C; dans un repère orthonormé (0.1 i,j T) 
b- Montrer que l'équation f(x) = x admet dans IR une solution unique 


atelleque:1 «a < 5 


Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 


2/ On appelle g la restriction de f à IR*. 
a- Montrer que g admet une fonction réciproque g | définie dans ]1;2] 
b- Ecrire l'expression de g^! (x) pour x appartenant à à H2]: 
c- Tracer la courbe C’ de g^! dans le repère ( O, Ff j 


3/ Soit 9 la fonction définie sur Lo: E: ] par ọ(x) = t f(t)dt . 


a- Montrer que Q est dérivable sur [o: z) et que Q'(x) = tg?x + 2. 

b- Calculer alors q(x). 

c- En déduire l'aire A du domaine limité par la courbe C; et les droites 
d'équations ilis x = 0,x = lety = I. 


Ed 
Pour tout entier naturel non nul,on posel, — f B (tgx)" dx. 


l/a- Vx € Lo: z | et Vn € IN, calculer la dérivée de la 


fonction x — (tgx) 
b- En déduire que, Vn € IN, on a : I, + In = 


ntl 
1 
n+1l` 


2/a- Montrer que Vn € IN, ona I, > 0. En déduire que In < 1 


n+1l` 


b- Calculer alors lim I,. 


n-dtoo 


3/ Soit g la fonction définie sur [o: z] par g(x) = Log(cosx). 
a- Calculer g'(x) où g' la fonction dérivée de g sur | o; F I 


b- En déduire I; et I5. 
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On donne dans le plan orienté, un triangle OAB tel que : OA-2OB et 


—— 
(0X, o8) E D: [2n] (On prendra log[OA] = 8 cm ).Soient J et 


K les milieux respectifs des segments [OA] et [OB]. On désigne par A’ 
le symetrique de O par rapport à B, I le symetrique de J par rapport à O 
et H le projeté orthogonal de O sur (AB). 


A- Soit r la rotation de centre O et d'angle ed 


1/ Préciser r(A) et r(B) 
2/ Soit G = r(H). 
a- Montrer que G appartient à (IA') et que (OG) 1 (A^). 
b- Construire alors le point G. 
B- Soit s la similitude directe qui tronsforme O en A et B en O. 
1/a- Déterminer le rapport et l'angle de s. 
b- montrer que le centre de s est le point H. 
c- Montrer que s(K) = J, en déduire que (HK) 1 (HJ). 
2/ la perpendiculaire en A à (OA) coupe la droite (HK) en C. 
a- Montrer que s((OA)) = (AC). 
b- En déduire que s(J) = C. 
c- Montrer alors que HC = OA = AC. 
C- Sot h = so r™!. on désigne par L le symetrique de O par rapport à I. 
1/a- Déterminer h(I) et h(O). 
b- Montrer que h est une homothétie et déterminer son rapport . 
c- Montrer que h a pour centre le point L . 
2/a- Déterminer l'image de G par s o r^. 
b- En déduire que G est le milieu de [LH]. 
c- Montrer que LHA' est un triangle rectangle . 
D- On désigne par Pèt gles paraboles de méme foyer H et de directrices 
repectives (OB) et (OA). 
1/a-Montrer que les points J et K appartiennent respectivement à "et ^ 
b- Montrer que (JK) est une tangente commune à Pèt $^ 
2/a- Montrer que le point C est un point commun à Pèt 7 
b- Soit S le sommet de 2^ Montrer que S appartient à 97 
Tracer èt F 
3/ Soit M un point du plan et M' son image par s. 
Montrer que M appartient à 23i et seulement si M' appartient à À 
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1/a- f est dérivable sur IR ( fonction rationnelle définie sur IR ). 
2 2 
Yx € IR; f'(x) = 2x(x7 + 1) - 2x(x? +2) ENS - = 
(x2+1) (x? +1) 
D'où le tableau de variation de f 


too x-too 


b- - d’après le tableau de variation def on a Vx e IR ;1 < f(x) < 2 
> Yx eIR ;x < 0 < 1 < f(x) 
=> l'équation f(x) = x n'a pas de solution dans IR^. 
* f(x) 2» x e f(x) -x = 0 e h(x) = 0 avec h(x) = f(x) - x. 
h est dérivable sur EIRE et Vx € IR*; h' E 1 < 
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=> h est continue et strictement décroissante sur IR* 
=> h réalise une bijection de IR* sur h([0; -oo[) 
Orh([0;+00[) =] lim h;h(0)] =] — co; 2] contient O 
+00 
— l'équation h(x) = 0 possède une seule solution a dans IR*. 
Bilan : l'équation f(x) = x possède une seule solution a dans IR. 
i Aul... 3 
D'autre part h(1) x h( 2 )=1 x S)<o—i<a< À 
2/ g la restriction de f à IR* 
D'où le tableau de variation de g 


a- g est continue st strictement N sur IR* 
= g admet une fonction réciproque g ! définie sur g(IR*)-]1; 2] 
b-x€]l;25; g(x) =y eIR* 


FT 

i y te E 

a =x & y? +2 = xy? +x 
= (1 -x)y? =x-2 e y? = x-2 


G E 


Or y € IR* donc y = x2 


Conclusion : Vx €j1;2];g !(x) = rz 
c Cyr = SA(C,) avecA:y N (Voir figure) 
3/a- Soit y une primitive de f sur IR 
= vx e [ot Lard = veo - v0) 
- la fonction tg est dérivable sur [o: E ] et 


x]. S 
Vx € [o: 4 ]:tex € [0;1] 
de plus la fonction v est dérivable sur IR 


Donc, d'aprés le théoréme de la dérivabilité d'une fonction composée, 


la fonction qui à x — w(tgx) est dérivable sur Lo: T ] 


Par suite Q : x — ọ(x)=y (tgx) — v(0) est dérivable sur [o: EX | 
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xvx e ln Z lal = wel - [v2] 

= 2x +2 
X LL 

b- Vt € [o I Q'(t) = tg?t + 2. et p(0) = L f(t)dt = 0 


donc ọ est la primitive de (t — tg?t+2) sur |o EE ] qui s'annule en 0 


= Vxe [o: £o) x fi te?t  2)dt = fa + tg?t L 1)dt 
= [tgt + t]j = tgx +x. 
c- AJL (f(x) - 1)dx ] u.a. ( u.a.: unité d'aire ) 


= [fear - f; dx | ua. 
= EN f(x)dx — 1 ] u.a. 


= [wx + A = S ua- fua 


= (tgx)'. v'(tgx)-(1-4tg? E =tg?x +2. 


l/a- Vx € [o m et Vn € IN, [ (tgx)""! ]*n + D) + tg?x) (tgx)" 
b- Vn € IN, In + Iu = fj (tgx)" dx + [$ (tgx)"? dx 
= [že + tg?x)dx 
-L RICE 1)(tex)"(1 + t2x)dx 
E 1 H f Lex)" ] dx 
= Heo" ]? t= 


n+ n+1` 
2/a- Yn € IN, Vx € [o Z [o nv > 0. 


=> Vn € IN, ona kh, = (7 (tgx)" dx > 0. 
«Yn € IN, ona0 € La 
= Vn € IN, ona0+I, € Lao +], 


«c» Vn € IN, onal, x L 
ue 


LED HERES 
de plus il 0 


b- Vn eIN O<I, < 
ES 


—lim I, = O. 


noto 


f 
COS X —Si 
3/a- Vx € [0:2 lawi [Log(cosx)]' = CSA = Es = -tgx 


b- * Iı = [4 tgxdx = Bp -tgxdx = -[Log(cosx)]s* 
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= TES = ILog. 


1 d’après 1/b- 
+ 
eL Log2. 


UNE CORRECTION DU. 


* * [142 +l = 


1 
enl elc 2 


A-1/ +A’ est le symétrique de O par rapport à B 
=> OA’ = 20B = OA > OA' =0A. (l) 
FR TIN 72 
(ox, oA") = (oX,08) + (oB, OA?) [2x] 

= L +0 [2x] = A [2x] (2) 


Ainsi (1) et (2) > r(A) = A’. 
* I est le symétrique de J par rapport à O 


— OI = OJ 
Or OJ = 10A = OB donc OI- OB (3) 


+ (oB,of) = (6B,0i)+(0i0i) [27] 
=-L+r Due Qu] . (4) 
Ainsi (3) et (4) = r(B) = I. 

2/a- r(A) = A' et r(B) = I > r((AB)) = (A'I) 

Comme H € (AB) alors G = r(H) € (A'T). 
(OH)L(AB) = r((OH))A1((AB)) car r conserve l'orthogonalilté 
€» (0G) 1 (AT). 
Livre : 32 Bac. 
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(OG)4(A'T) bs ; 
- — Gest le projeté orthogonal de O sur (AT) 
G e (AT) 
B-1/a- 
s(O) =A 


OA E eA 
=> s est de rapport == et d'angle ( OB, AO 
s(B) = 0 PP?" -OB E ( ) 
. OA . 20B _; | 

OB OB 

A Ka 
+ (08.0) <n L (08,04) px] -z-REpz]e E [aj 


Conclusion : s est de rapport 2 et d'angle 


T 
2^ 
b- {H} = (OH) n (HB) = {sH)} = s((OH)) N s((HB)). 
s est d'angle $ alors : 


+ s((OH)) est la droite perpendiculaire à (OH) passant par 
s(0) = A = s((OH)) = (AH). 

+ s((HB)) est la droite perpendiculaire à (HB) passant par. 
s(B) = O 


=> s((HB)) = (OH). 
Ainsi {s(H)} = (AH) n (OH) = {H} 
=> s(H) =H 


Par suite H est le centre de s. 


c-K = O * B c s(K) = s(O) *s(B) cars conseve les milieux. 


€ s(K)=A*0=J. 
Ainsi s(K) =J 


s(K) = J = (n.i) us F [21] 5 (HK) 1 (HJ). 


2/a- s((OA)) est la droite perpendiculaire à (OA) et passant par s(O) = A 
— s((OA)) = (AC). 


b- {J} = (HJ) n (OA) 2 (s; = s((HD) ns((0A)) 
+ S((HJ)) est la perpendiculaire à (HJ) passant par H 
s((HJ)) = (HK). 


Ainsi (s(J)). = (HK) à (AC) = (C$ 
D'oüs(J) = C. 


€ s(J) = Cets(O) = A = AC = 20J=0A carJ— A«O 
Ainsi OA = AC. 


+ s(J) = C > HC = 2HJ. 
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D'autre part OHA est un triangle rectangle en H et J = A * O 
=> JH = OJ < 2JH = 20J = OA 
Donc HC = OA 

Bilan : HC = OA = AC. 


C-1/a- E hD = sfr! (D] = (B) = O carr(B) - I 
@ h(O) 2s[r?(0)] = s(O) = A. carr(O) = O- 


ZT 


b- r est une rotation d'angle Z. — r^! est une rotation d'angle 2 


2 


s est une similitude directe de rapport 2 et d'angle - 


2 

r^! est une similitude directe de rapport 1 et d'angle s 

=> h = so r™! est une similitude directe de rapport 2x1 et 
d'angle zs + f 20 [x] 

= h est une homothétie de rapport 2. 


c- Désignons par Q le centre de h. 
|—3 — — —3À — — — 
h(I) = O & 00 = 2.0] = QO = 2.00 + 20L = OQ = 201 
— —23 
d'autre part I = L « O = OL = 201 
. — — 
Par suite OQ = OL = Q L 


2/a-sor !(G) = s(H) carr(H)-G 
-H carHestle centre de s. 
— — 
b-sor^!(G) = H & h(G) = H & LH = 2LG 
— -> — — — 
c LG + GH = 2LG = GH = LG 
= G=L*H. 
c-sor™ =h & s= hor, 
s(A') = h[r(A^)].. 
x B= O x A' e r(B) = r(O) * r(A') 
< I =0x*r(A') 
€» r(A) <L caronadéjàl=0*L 
Ainsi s(A') = h[r(A))] = h(L) =L 
7 LN 
= (A) = » [2x] 
=> LHA" est un triangle rectangle . 


D-1/a- * On a déjà montrer que JH — JO (voir correction de B-2/c-) 
de plus O est le projeté orthogonal de J sur (OB) car (OJ)1 (OB) 
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=> JO = d(J; (OB)) 

Par suite JH = d(;(OB)) = Je 27^ 

* KH = ln (car s(K) =J) 

=> KH = Jo = loB - KO (carJO-OB et K-O « B) 
= KH = KO 
de plus O est le projeté orthogonal de K sur (OA) car (OA)L(OK) 

=> KH = KO = d(K,(0A)) 
K appartiennent à 9^ 


b- KH = KO et JH = JO donnent que (KJ) = med[OH] 
= O = SxnH) 
Comme de plus H est le foyer de Fèt Set aussi O appartient au 
directrices de Fèt alors (KJ) est une tangente au deux paraboles 
Get O^ 


2/a- -HC-CA (d’après B-2/c-) et A le projeté orthogonal de C sur (OA) 
=> HC = d(C, (OA) Ces" 
+ (CA)L(OA) et (OA')1(OA) = (CAY//(OA') (5) 
CA= OA et OA = OA' 2CA- OA’ (6) 
(5) et (6) = OACA' est un parallélogramme 
de plus CAO - 5 et CA=OA donc OACA' est un carré 


— A' est le projeté orthogonal de C sur (OB) 
=> CA' = d(C, (OB)). 
On a aussi CH=CA et CA-CA' donc CH-CA’=d(C, (OB)) 
ses l 
b- S le sommet de SDésignons par H’ et H” les projetés orthogonaux 
de H respectivement sur (OA) et (OB) donc S-H«H' 
Par suite SH — LH (7). 
+ H' et H” les projetés orthogonaux de H respectivement sur (OA) 
et (OB) et (OA) 1 (OB) donc HH"OH' est un rectangle. 
=> d(S;(OB))-HH" car Se [HH'] et (OB)-(OH") 
(H') = (0B) n (HH) => {s(B")} = s((0B)) ns(HEI)) 
* s((OB)) = (OA). 
* s((HH")) est la perpendiculaire à (HH") passant par H 
= s((HH^)) = (HH). 
Ainsi (s(H")) = (OA) n (HH) = (H^* 
= s(H") -H'— HH'-lHH (8) 
(7) et (8) — SH = HH” = d(S; (OB)) 
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—Sedog 
H traçage de Pèt S( voir figure ) 


3/ Soit M un point du plan et M' son image par s. 
M appartient à > MH = d(M; (OB)) 
<> 2M'H = 2d(M'; (OA)) 
( car M'-s(M);s((OB)) = (OA) ets est de rapport 2 ) 
= M'H = d(M;(OA)) e M e $* 
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BAC 2000 SESSION PRINCIPALE 


Dans le plan P orienté, on considère un rectangle ABCD tel que 
— 


(AB, AD) = + Lr] et AB = 2AD. On désigne par I le milieu de [AB], 
O le milieu de [BD] et par ( ©) le cercle circonscrit au rectangle ABCD. 
Soit f la similitude directe qui transforme B en I et I en D. 

1) Montrer que le rapport de f est /2 et que E est une mesure de 


son angle. 
2) Soit s la similitude directe de centre C de rapport /2 et d'angle em 


a) Montrer que s(B) = I. | 
b) Montrer que f o s ! =idp où idp est l'application identique du plan 
c) En déduire que f = s. 
3) Soit A’= f(A). Montrer que D est le milieu de [ A'T]. 
Construire alors le point A’. 
4) La demi-droite [CA") recoupe ( €) en O’. 
a) Calculer CO' et CA' en fonction de CA. 
b) En déduire que O’ est le milieu de [CA]. 
c) Prouver alors que O'- f(O). 


| EXERCICE 2 | (5 points) 


Un sac contient deux boîtes B, et B; indiscernables au toucher. 

La boite B, contient deux boules rouges et une boule noire. 

La boite B2 contient deux boules rouges et deux boules noires. Toutes 
les boules sont indiscernables au toucher. 

Une épreuve consiste à tirer du sac, au hasard, l'une des deux boites 
puis de tirer, au hasard et simultanément, deux boules de cette boite. 
Soit A, l'événement : « obtenir deux boules de même couleur » et 

E l'événement : « les deux boules tirées sont de B; » . 


1)a) Montrer que la probabilité de l'événement A est égale à L 
b) Sachant que les deux boules tirées sont de même couleur, quelle 
est la probabilité pour quelles aient été tirées de B1? 
2) On répéte l'épreuve n fois, en remettant chaque fois, les deux boules 
tirées dans leur boîte et la boite tirée dans le sac. n désigne un entier 


naturel supérieur ou égal à 2. Soit X l'aléa numérique qui prend pour 
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valeur le nombre de fois où on obtient deux boules de même couleur. 

a) k étant un entier naturel inférieur ou égal à n, calculer p(X = k). 

b) Calculer l'espérance mathématique et la variance de X. 

€) On désigne par p, la probabilité d'obtenir, au bout des n tirages, 
au mois une fois deux boules de méme couleur. Calculer pn en 
fonction n. b est la limite de p, lorsque n 24-0? 


PROBLEME 


( 10 points ) 


Dans tout le probléme, la lettre P désigne un plan rapporté à un repére 
orthonormé (0.1.7 


]-1) On considère la fonction g définie sur [1,+00[ par g(x)=xLogx-x+1. 
a) Etudier les variations de g. 
b) En déduire le signe de g(x) pour x [ 1 , 4oo[ . 
2) Soit f la fonction S sur [ 1 , +œ [ par 


fG) = iom 
f(1)=1 
Montrer que f est continue en 1. 
3)a ) Montrer que pour tout réel t de [ 1 ,+oo[ on a : 
t-1-(t- 0? <1-4<t-1 
b) En déduire que pour tout x de [ 1, +cof on a : 


si x €]l,-o[ 


GE xl » (x-1) 
2 x 3 < : Logx € 2 
c) Déterminer alors lim E 
x2l* (x zn 1) 


d) En déduire que f est dérivable à droite en 1 et que f '(1) + 


4)a) Dresser le tableau de variation de la fonction f 
b) Tracer la courbe représentative C; de f dans le repère (0.7 i,j 7) 


( on précisera la nature de la branche infinie de Ce. ) 
II On considère la fonction F définie sur [1,+cof par 


Fx) = f" rla dt 


F(1) = Log2 
On désigne par C la courbe représentative de la fonction F dans le 
plan P. 


si x €]1;-oo[ 


F(x) < Vers zX 


1)a) Montrer que pour tout x de 11. +œ[ on a E < Logx 


ELMOUFID Page : 202 Livre : 32 Bac. 


"UNE CORRECTION DU: BAC 2000 SESSION PRINCIPALE 
b) En déduire : Lim F(x) et Lim FoU 


X--oo X--koo 
2)a) Montrer que pour tout x de ] 1 , oo [ et pour tout t de [ x, x? ] 
xX <l < E 
tLogt ^ Logt ^ tLogt' 
b) En déduire que pour tout x de ]1,+c0[ on a : 
xLog2 < F(x) < x?Log2 
c) Montrer alors que F est continue en 1. 
3)a) Montrer que Vx €]1, taol. F est dérivable et que P (x) = f(x). 
b) Soit x €]1, oo[. Montrer qu'il existe un réel c de ]1,x[ tel que: 
F(x) - F(1) = (x - 1)F'(c). 
c) En déduire que F est dérivable à droite en 1 et que F'(1) = 1. 
4) Dresser le tableau de variation de, F et tracer la courbe représentative 
C’ de F ( on précisera la nature de la branche infinie de C" ). 
MI- Soit à un réel de ]1,+00[ et A(a) l'aire de la region du plan P délimitée 
par la courbe C; et les droites d'équations respectives : y=0, x=1 
etx = ©. 
1) Montrer que pour tout x de ]1,+c0[ on a F(x) = f, f(t)dt + Log2. 
Mus 


ona: 


2) En déduire : Lim 2 2) et Lim 


(400 Qoo 


IB 


car IB = LAB = AD 


= —— = car ADI est rectangle et isocèle en A 


f(B) =I G 

(B) } — I este rapport de f et (Bl, ID) est l'angle de f. 
JD. 
i 


2 [2x] 
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2)a) * (CB, CI) = es [2n] car BIC est un triangle direct ,rectangle 


et isocéle en B. 
PON Oi MS 1 nr AZ. 


Ainsi : * et x — s(B) = I. 
b) s similitude directe de centre C,de rapport 42 et d'angle E 


—5s'! similitude directe de centre C,de rapport -l e d'angle C9 


J2 


et comme f est une similitude directe de rapport F et d’angle 


Donc fo s™ est une similitude directe de rapport 1 x /2=1 et 


42 


Imm 


4 


: LK = 
d'angle 114 0 


— fos ! est un déplacement d'angle 0. 
EB fos" (I) = fils (D] = f(B) = I >f os” fixeI 
Conclusion : f os! =idp. 
c)fos!-idp &fos™ o s=idp os & f-s 
3) A'- (A). | 
I-AxB o f(I) = f(A) « f(B) 
&D=A'*I 


4)a) (A) = A => (YK CV) =-2 [21] 


—— 
y —À 
Or O' e [CA?) donc CA co) --R [2n] 


De plus [AC] est un diametre de ('&) 
=> CO'A est rectangle en O’. 


P TARN CO! 
Ainsi ses(Aco") TAC 
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e co- cos(-& HAC z 32 ac, 


KA) = A! => CA = 2 & CA' = J24C. 


b) CO' = 32 ac = (240) = lc 
de plus O' e (CA'] 
D'où O'2C + A’. 
c)OnaO = C * A donc f(O) = f(C) * f(A) = C x A’ 
et puisqu'on a montrer que O’=C x A' 
—f(0) -O'. 


B; contient : 2 boules rouges et une noire 
B2 contient : 2 boules rouges et deux noire 
1)a) A se réalise quand on tire soit 2 boules rouges soit 2 boules noires. 
A = (EGDA)U(EnA)et(En A)n (EnA) =ø 
=> p(A) = p(E).p(A/E) + p( E). p(A/E) 
GGG jJ 


b) Sachant que les deux boules tirées sont de méme couleur 
C'est a dire sachant A est réalisé. 
Donc le démondé est de calculer la probabilité de E sachant que A 
est déjà réalisé. 
lx 
pEnA)  ? 
pA) "RE 
2)a) X: n répétitions — nombre de réalisation de A 
Comme les répétitions sont indépendantes alors X suit une loi 
Binomiale de paramétres n ( nombre de répétitions ) et p-p(A)-o-. 


p(E/A) = 


Par suite pour k un entier naturel inférieur ou égal à n, 


=. rk dl k S JT: n-k 
aT T 

b) E(X) = np = F 
c) Désignons par D, : obtenir, au bout des n tirages, au mois une fois A 


— D, : obtenir, au bout des n tirages, zéro fois A. 

or ATNTN L xeu d e UT MET C2 N° 
Ainsi p(Da) = pX = 0) -c(1) (1 i) (2) 
D'où pa -p(Ds) = 1-9(D5) = 1 - (2 
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< Em  f(2WY1. DNE 
: lim p, =lim [1 (2) ] =] car S e] - L,I[. 


ni—00 no-reo 


PROBLEME 


1-1)a) g est dérivable sur [ 1 , &oo[ et Vx > 1, 
g'(x) = Logx +x1 — 1 = Logx > 0 
D'où le tableau de variation de 


+ lim g =lim [x(Logx — 1) +1] = +o. 
+00 X—+00 
b) 0 est le minimum de g sur [1,4o[ (d’après le tableau de variation 
-deg) => Vx2>l, ee 
2) lim f(x “lim EE = = + =]1=f(1) 
nun ) xol* n RESTES 1 
x-1 
— f est continue en 1. 
3)a ) t € [1; oJ: 
ct-1-(t-1) - (1 - 1)- (t- [1 -(t-)-1] 
enfer] (t- 1) ——— ET 1)? <0 
Donct-1- (t- 1)? < 1-l 


(-3)-«-0-e-opE-1 


Tate Cue s 
= (1) ht =-= < 
= 1-+<t-1 | 
Bilan: Vt e [l;e[t-1- (71)? 1- E <t-1. 
b) Soit x € [1;+00[ on a 
vte[LExit-1-G-1? <1-L<t-1 
x 2 x 1 X E 
= fG-1-e- 09d < fi - E)ac < fr nat 
due ,_ ln " x Iaat 
eo [n ERU 2 Logi]; < [+ | 


zd 3533 -17 
zm E 2 ONERE. ;2 «x-1- Logs < ED. 
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_— 12 NEL EETV 
c) Vx € [1;,+o0! ; ec. GELD. < x-1-Logx < Er 


e Vx e Dite: 4 - HE og 


3 ^ («x-1?» ^2 

. d (x-1)]. 1 

Pe pras A È =~ ]- 5 
D'où lim RP UE 2l 
xol* (x-1) 2 

XL 1 
d) lim | xg f(x) -fü) KD IE Logx : 
x2l* pes x-1 


uu 


=li 
K [ Logx(x - 1) l 
x— l — Logx " 1 


)-lxi-1 


ero (x-1)? Logx 2 
x-1 
— f est dérivable à droite en 1 et f'4(1) = L 
4)a) f est dérivable sur ]1;+o[. 
1 
Logx — (x—- l)z 
Vx» 1;f'(x) = c Ue 
(Logx) 
_ xLogx-x+1 g(x) 
aeea a À 
x(Logx) x(Logx) 
D'où le tableau de variation de f 
l 
lg 
CAM A. II x SEL 
PS S dn Logx lerem ont 0* Es 
G+). 
X—-oo Z. zlim AL Logx 


=> Ce A une branche AP E infinie de direction l'axe 
des abscisses au voisinage de +00 
+ la demi-tangente à droite à Cr en son point d’abscisse 1 a pour 
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-f-D--£f10)-2 Lx+ 4 
système d’équation j «0X FENU 2 2 


I)a) Vx €]1; 4o on a x? > x. 
vt € [x;x?] ona: 
x < t < x? c Logx < Logt € Log(x?) 
1 1 1 
<œ —— < < 
Log(x^) ^ Logt ^ Logx 
-2 
D'où Vx €]1;+ dt < f" 
T ol; [ Lo a f. 


«2 Vx e]l;co[; 


dt 


1 X 1 
Logt dt < ^ Logx 
S Idt < F(x) < 


Lo T D po L 


2 
€» Vx ell: +f; en < F(x) € Toa 


b) + Yx sii DE < F(x) 


< x?-x ce x(x — 1) ] 
pepe pum | Log(x?) | ou [ 2Logx 


D'où Lim F(x) = +00. 
X—+00 
2 2 
- Vx ell-e, XX < F(x) « XX 
Jie; CAE. FC) 
c Vx ell-e, EEA SX S DOE 


1 
l-> 
de plus Lim X=L =Lim ——*- = 
RES ae 2Logx Lim + LOLX 
X 
Donc Lim Fos 


X—+00 
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2)a) Vx ell: kY e [x;x?] 
xztzx!e £<i<x 
x 1 x? 
di tLogt S Logt S tLogt ' 


LUE 2 Cu NAP ROM E à 
b) vx ell: taal, Vt e [x;x ME S Lost < Togt 


car Logt » 0 


= vx ell; 4e; f" d< X^ qt 


t< u 1 
Lou ^ dx Logt 


x tLogt 
E i. 
x2 
c Vx €]l;+00/; xf Eos gr dt < FO) Ew rag 


e» vx e]l;so[;x[Log(Logt)]? < F(x) < x?[Log(Logt)]?' 


[Log(Logt)]* = Log(Logx?) - Log(Logx) 


=Log(2Logx)-Log(Logx) Lol 2 TA IE og2 


Ainsi : Vx €]l;+00[; xLog2 < F(x) < x?Log2. 
Vx €]l; coo[; xLog2 < F(x) € x?Log2. 
lim [xLog2] =lim [x?Log2] = Log2 
x2l* xl" 


—lim F(x) = Log2 = F(1) =F est continue en 1. 
xol* 


3)a) Soit H une primitive sur ]1,+00[ de la fonction qui à t — sd 


Logt 
D'ou Vx €]1, *o[, F(x) = H(x?) - H(x). 
@ la fonction qui a x — x? est derivable sur ]1,--oo[ et à valeur 
dans ]1,+œ[ de plus H est dérivable sur ]1, --oo[ 
D'où la fonction qui a x — H(x?) est derivable sur ]1, tadl. 
Par suite F est dérivable sur ]1,+c0f. 


m ! 1 ES 1 1 
EB Vx €]1, &oo[, F'(x) = 2x H'(x?) - H'(x) = 2x Logx? ~ Logx 
aR -l = žl = fx). 


2Logx Logs  Logx 


b) Soit x €]1, tool. 
F est continue sur [1;x] 
F est dérivable sur ]1;x[ 
Z 3c e]l,x[ tel que F(x) — F(1) = (x — 1)F (c). 
c) lim PSU SE 
x-1 
Or c e]l, x[ donc quand x > 1* alors co 1* 


=lim F'(c) d’après la question précédente 


Ax upto xol* 
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Par suite lim | 9-00 | =lim F'(-) =lim f(c) = 1 
EON 


xol* -1 


D'où F est dérivable à droite en 1 et que F'(1) = 1. 


col* 


4) 


vx €]1, «o, P (x)-f(x)- -X— 


Logx 


D'où le tablau de variation de F 


Log2 


Lim = +% => C’ possède 


X-»+00 


FQ) 
X 


SESSION PRINCIPALE 


une branche infinie de direction l'axe des órdonnées au voisinage de +0. 


HI- Soit o un réel de ]1,+c0[ 
1) Ona Yt eli, taal: F'(t) = f(t) d’après la question II-3/a- 


= Vx ejl, 4o; f , F'(Odt = f; Kat. 
e Vx ell-e: F(x) - F(1) = f Od 
e Vx el, 4o; F(x) = ff Od F(1) = f; KOdt + Log2. 
2) A(a) = INGOR O)dt = F(a) — Log2 
ALG) F(a)  Log2 


^a 0 a 
Ainsi: + Lim acii =Lim E - Eo = +00 
Lim AG) tan (EL Jun BO 
a—+00 E (o0 a? a? a>+o Q 
Or Va ell, +f; TE F(a) < ou | 
€» Va ell, Lo LE < LT « Tar 
De plus Lim curd = 0 aussi zm < = 


D'où Lim B. = 0 Enfin Lim Am) = 
a+ a? l a->+00 a 
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Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2 «t fa la fonction définie sur 

]0,+œ[ par fax) = (Log x)". On note (Cn) la courbe représentative de f, 
> > 

dans un repère orthonormé ( O, 1, j ). 


1)a- Déterminer la limite de f, en +o% et calculer f; (x) pour x »0. 
b- Déterminer, suivant la parité de n, le sens de variation de f, et la 
limite de f, à droite en O. 
2)a- Déterminer les positions relatives des deux courbes (C2) et (C3) . 
b- Construire (C2) et (C5) dans le repère (o.7. à 
3) On posel, = f (Log x)^ dx 
a) Montrer que Iz = e- 2. 
b) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que :1,:1+(n+1)1,= e 
c) Calculer la mesure de l'aire de la partie du plan limitée par les deux 
courbes (C2) et (C3). 
4)a) Montrer que la suite (In) est à termes positifs et qu'elle est 
décroissante. a 


ps : E) e 
b) Déduire de la question 3) b) que : 112 << aT 


c) Déterminer alors lim nl,. 


noo 


k 


On considére dans l'ensemble des nombres complexes l'équation : 
(E) : 2 * 2(1 - )z + (1 +m? - 4i)z - Zi(1 +m?) = 0 
où m est un paramètre réel . 
1)a) Montrer que l'équation (E) admet une racine imaginaire pure zo que 
l'on déterminera . 
b) Calculer en fonction de m les deux autres racines. 
2) Dans le plan complexe rapporté à un repére orthonormé (0, d, v), 
on considère les points A,B,M' et M" d'affixes respectives 21, — 2 — 21, 
-] — im et —1 + im. 
a) Montrer que AM'BM'" est un parallélogramme. 
b) Déterminer m pour que AM'BM' soit un rectangle. 
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———— 
" E — varh 
Dans le plan orienté, ABC est un triangle tel que (A8; AC) = + [27], 


la lettre O désigne le centre du cercle (C) circonscrit au triangle ABC 
et I est le point d’intersection des bissectrices de ce triangle. Les points 
P et Q appartiennent respectivement aux demi-droites [CA) et [BA) 

et vérifient : CP = BQ = BC. 

1/a- Montrer que (CI) est la médiatrice de [PB] et que (BI) est la 


médiatrice de [CQ]. 
y ca amen ey 2n 
b- Montrer que (TE; QB) S [2n] 
2/ Soit f la rotation qui transforme C en Q et P en B 


a- Montrer que f a pour centre I et que 2 est une mesure de son angle. 
yon Rr 
b- Montrer que (BC) = 2 [2r] 


c- Montrer que les points I, P et Q sont alignés.( on pourra 


—— 
— — 
calculer LT. Id) ). 
3/ On pose O; = f(O) et O2 = f(O1) 
a- Montrer que f(O2) = O 
b- En déduire que le triangle OO 102 est équilatéral et que (OI) est la 
médiatrice du segment [O10; ]. 
4/ Soit r la rotation de centre O et d’angle L etg = forof. 


a- Montrer que g est une translation. 
vérifier que g(05) = O1. En déduire le vecteur de translation 

b- Montrer que r(B) = C. En déduire que g(P) = Q. 

c- Montrer alors que les droites (OI) et (PQ) sont perpendiculaires. 

: S/ Soit s la similitude directe de centre O et qui transforme I en O,. 

a- Montrer que 4/3 est le rapport de s et que (-£) est une mesure 
de son angle. 

b- Montrer que pour tout point M du plan distinct de O, d'image M’ 
par s, le triangle OMM'est isocèle de soiamet M. (on pourra utiliser. 
les relations d’El Kashi). 

c- Construire les points B' et C' images respectives de B et C par s. 


. WWE CORRECTION POSSIBLE 


MOUFID ..,. Page : 212 Livre : 32 Bac. 


UNE CORRECTION DU: BAC 2000 SESSION DE CONTROLE 


| EXERCICE 1 | 


1)a- - lim f,(x) =lim [(Logx)"] = +o. 
X+0 X+00 
: Vx > 6; f, (x) = nl-(Logx)""!. 
b- Vx > 0; f. (x)-nd- (Logx)? => Vx > O;sig[f, (x) ]-sig(Logx)"! 
Premier cas : n impair — n — 1 pair 
=> Yx > 0; (Logx)"! > 0 
D'où le tableau de variation de f, 


* lim f,(x)=lim [(Logx)}" ]=-0 car lim Logx=-c et n impair. 
x20* x20* x20* 
Deuxième cas : n pair => n — 1 impair 
= Vx > O;sig[(Logx)'"!] = sig[Logx] 
D'où le tableau de variation de f, 


* lim f,(x)-lim [(Logx)"]-+00 car lim Logx—-o et n pair. 
x20* x20* x20* 
2)a- Vx > 0;f3(x) — £2(x) = (Logx)?[Logx - 1] 
=> sig[fs(x) — f2(x)] = sig[Logx — 1] 
D'où le tableau de position relative de C5 et C2. 


sig[t 09-5, 09 


position relative C, est au dessus de G 


Cest au dessous de G 


b- Pour la construction de C; et C3. 
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. faex) | (Logx)^ , Logx a 
*lim. —— -lim | ee -lim (—2—) 


X00 X—+00 X—+00 


xn 
1 

Posons X-x ^ € x = X"; x > «o0; X > +o0 

A nLogX 1" 
—lim LJ = 0 
Kio S K 

= C, possède une branche parabolique infinie de direction 

l'axe des abscisses au voisinage de +0. l 


3)a) I; = [ (Log x)?dx 


ux A u(x) = x 
vi(x) = (Logx)? (^ VGS] = 2-Logx 
= [x(Logx)?]i -2 J Logx dx 

PS e] r^  uxx)-x 


v2(xX) »Logx a  vi(x) = l ; 


= e(Loge)? -0- 2 ([xLogx]; -f dx) 
-e-2e-2(e-1)- e-2. 7 
b) an< (Log x)**!dx | 
u'(x) = 1 A u(x) = x 
v(x)-(Logpog""! À YL n+] (Logx)" 
Lu = [x(Logx)"!]} - (n + D ff (Logo dx 


lau > e— (n4 Df, . 
€» bu t (n4 LL, = e. 


ERE SER AP UD ERE E ERROR ERA 
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c) Désignons par A la mesure de l’aire de la partie du plan limitée 
par les deux courbes (C5) et (C3) 
=> A=f [(Logx)? — (Logx)? ]dx- f (Logx)?dx - f’ (Logo? dx 
= 1-13 =1-(e—31;) d’après la question précédente 
—4l-e-4(e-2)-e-3e- 8. 
dia) - Vx e [Lie]; Logx > 0 
=> Vxel[Le]VneIN*Ml)ona (Logx)' > 0 
=> Vn e IN*Ml) ona f; (Logx)" dx 20 
€» Vn e IN'M1) ona I, 2 0. 
s Vn € IN'K1; L4 — Ll (Log x)?! dx — f; (Logo dx 
z f; (Logx)"[Logx -1]dx - 
Comme Vx € [l,e];Logx > 0 et Logx — 1 < 0 alors 
Vx € [l,e]; Vn e IN*\{1}; (Logx)"[Logx - 1] < 0 
— Vn eIN*Ml;a-lL- l (Logx)"[Logx — 1]dx < 0 
Par suite (I4) est décroissante. 
b) Vn e IN*\{1}. 


Ia < La car (In) est décroissante. 
€» Ia T (n4 DI, € L4 (n HI, 
————' 
« PE. | 
= e <(n+2)l e 5 € I, (1). 
e Yn e IN*X1;2)}; Ia <h car (In ) est décroissante. 


o VneIN*\{1,2} nl, € nln 
o Vn e INKL 2); Inl; € Eja + ((n- 1) * DIga-e 


o Yn e IN(E2. h< E (2) 

HS * ; e < zZ e 
Ainsi (1) et (2) ay Vn € IN bua mE ES Ín < ET 

* . « 
c) Vn e IN*\{1}; n+2 © I. < Sal < 
* . < < 
= Vn e IN UHR +2 S "iu S 
De plus Tint Sea im AT +2 +71 —e aussi lim ET 


D'où lim nl, = e. 


n—+00 


1)a) Soit a un réel. 
ia est une solution imaginaire pure de (E) 
€» (ia)? - 2(1 — i) (ia)? + (1 + m? - 4i) (ia) — 2i(1 + m?) = 0 
e» -id? — 20? + 2107 + (1 + m?)(ia) + 4a — 21(1 +m?) = 0 
€» [-2o? + 4a] + i[-0? + 2aà?(1 + m?)a - 2(1 + m2] = 0 
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—20? + 4a = 0 
= 
—o? +20? (1 + m?2)a - 2(1 + m?) = 0 


a =0 ou a=2 
e 

0 + 20? (t + m?)a - 2(1 + m?) = 0 
a =2  carseulle réel 2 vérifie les deux équations. 
Conclusion : zo = 21 est la solution imaginaire pure. 


b) 2i est une racine de P(z) = z°  2(1-1)z2 + (1 + m?-41)z-2i(1 + m?) 
=> 3(a,b,c) € C? tel que P(z) = (z — 2ì)(az? + bz + c); Yz e C 
P(z) = (z-2i)(az? + bz + c), Vz e C 
<P(z) = az? + bz? + cz - 2iaz? — 2ibz — 2ic; Vz e C 
&P(z) = az? + (b - 2ia)z? + (c - 2ib)z — 2ic; Vz e C 


a-1 
: f a=l 
b —2ia = 2(1 — i) 
e | < b=2 
c— 2ib = 1 +m? — 4i 
c = 1 +m? 


—2ic = —2i(1 + m?) 
Ainsi P(z) = (z-2i)(Z +2z + 1 + m?). 
(E) < P(z) 20 & z-2i = Oouz?+2z+1+m?=0 
(A21-1- nm? = (im)?) 
e Zz = 2i ou Z= -l -im ou Zl +im. 


d 
2)a) mAT S dme dim) 


— 
; aff( MB) E E T E) 


— — 
=> AM' = M'B = AM'BM" est un parallélogramme . 
b) AM'BM" est un rectangle < M'M" = AB 
€» |-1- im +1 4 me |-2 — 21 - 21| 
e pim 2/1+4 = m--45 ou m= J5 
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(id 


l/a-* CP = BC = C € med[BP] ( médiatrice du segment [BP] ) 
— le triangle BPC est isocéle en C. 
D'autre part (CI) porte la bissectrice intérieure du secteur [CB, CA] 
qui est aussi le secteur [CB, CP] ( car P e [CA)) 
— (CI) est la médiatrice de [BP]. 
+ de la méme façon, on montre que (BI) = med[CQ]. 


er MUN LR cM L" MMi 
b- (uu) = (CB.AC) + (AC; AB) + (8; QB) [27] 
= n-*w0 [2x] = 2E [2x]. 

2/a- Désignons par €? le centre de f. 
#c)=Q | _ | oC - 00 | 
fP) = B QP = OB 

Q € med[CQ] = (BI) 

Q € med[PB] = (CI) 


D'où I est le centre de f. 


= L 


i B } zT (ŒB) E E [2x] est l'angle de f. 


——M—— a e 
b- (18. IC) + (Bc. Bi) + (ci CB) = nr [2r] 
= (ic) = « - (B&B) - (c.c) [2n] 
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et on sait que : 
LUN 1 W 
i (Bi) = L(BCBA) [x] 
car (BI) bissectrice intérieure de [BC; BA]. 
ANS 1 K 
; (Ci cé) = L (CA; CB) [x] 
car (CI) bissectrice intérieure de [CB; CA]. 
——— ——- 


D'où (fic) =r- LIC. BX S L(CA CB) [x] 

Ne Pr T CEPR) 

= (iac) - 4 (R8) + EBR) | m 
— —— 


20 TN 2n 
Conclusion : (Bic) ela [2r]. 


voc M e pu M eor M rr 
c- (MTS) - UT IB) $ (R.C) f (i614) [2r]. 
Or LT Tes = ES [2x] car f(P) = B et f d'angle 2 


2 
aussi (IC iQ = © Dm]carf(C) = 


Donc LT. IQ) = E + 2 + 2 [2n] = 0 [2r] 


= les points I, P H Q sont alignés. 


3/a- fest un déplacement d'angle 2t. 


=> fofo f est un déplacement d'angle 
de plus fo fo fA) = I 
Bilan : 
fo fof = Idp.( car elle est un déplacement d'angle nul qui 
fixe un point ). 


2n 2n 


2n L ZK =- 
CEDE TR =0 [mJ 


3 
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Par suite f o f of(O) = O & fof(0;)=0 e f(0:) = O. 
b- - O1 = f(O) et O2 = f(Oi) donnent O102 = OO, (x) 
+ O1 = (O) et (O2) = O donnent OO; = OO: (x x) 
Ainsi : (*) et (* x) => le triangle OO:0; est équilateral 
© OO, = OO; => O appartient à la médiatrice de [0:02] 
El O2 = f(01) = IO; = IO; = I e med[O:0;] 
Conclusion : (OI) est la médiatrice du segment [0102]. 


4/a- 
r est un déplacement d'angle 2 
f est un déplacement d'angle 2 
=> g=f o r o f déplacement d'angle 2n 2n, 2n = 2n = 0[2r] 


= RT o r of est une translation ( l'identité est une translation de 
vecteur nul ) 
+ (05) = fo r[f(O2)] = f»1(O) = f(O) = Oi. 
D'où g(02) = O1. 
x g est une translation et g(O2) = Oi 
. ——À 
ml Exi la translation de vecteur 0201. 


b- - OB-OC car O est le centre du cercle (C) qui contient B et C. 
R JA d 2 
(00.00) - 2 (AB; AC) Qz]e 2E [2n] 
car (o8; oc) est l'angle au centre associé à l'angle inscrit 
Er) 
OB = OC 
(08:0C) = a [27] 
K g(P) = fo r[f(P)] = for(B) = f((B)) = (C) = Q 
Ainsi g(P) = Q. 
c- g(P) = Q = PQ = 020: 
Donc (PQ) H (0501) 
Or (OI) est perpendiculaire à (0201 ) ( car (OI)2med[O50; ] 
En conclusion : les droites (OI) et (PQ) sont perpendiculaires. 
5/a-s(1) = O1 > oa est le rapport de s. 
- d'abord OIO; est isocèle en L car f(O) = O1. 
et —M 
= 2100; +OIO:1 < T 
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= 100; = Z. - 1610: < 00; =- 4-1422 2 


+ Nommons I; le milieu de [OO] 
OO;  2.0Lh 


OI OI 


= 2cos OT; car IOI; est un triangle rectangle en I: 
—70— 
= 2cosIOO, = 20s + = EE = 43. 
Ainsi le rapport de s est J3 . 


JL» ON 
*s(I) 20; => (oi. 001) est l'angle de s. 


pone nuire Ey aca ear 
OIO; est isocèle en I = 2(ot.007) + (0:16) = nr [2x] 
—— —— 


AL. CON. E 
e (ot: OO; 001) - n] ou (ot. 001) -2-E [27] 
D'où 3X. PRU incipale de ( Ol; OO -2 est] 
EA principale de ;O0; J ou — est la 
: , — ———3À 
mesure principale de (oi. OO: J 
Or SE ne peut pas être la mesure principale de (oi, OO; 001) car 


f00; = Z + ŠE, 


a 
Conclusion (oi. 007) = E [21 ]. 
Bilan : s est de rapport /3 et d'angle 2 
OM' = /3 OM 
b- M' = s(M) = ue e 
(oM: OM") --E [21] 
FN 
MM’ ?=0M?+0OM?-20M. OM' cos (oM; oM) 
(d’après EL Kashi) 
2m 2 T 
= (JF0M)*+0M7-20M (/30M) cos(-Æ ) 
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= 30M? + OM? - 245 33-0? 
- 0M? 
D'où MM'-OM & le triangle OMM'est isocèle de sommet M. 


c-B'-s(B)— (o8. op") 2-4 (2x] 


| i PS 
= B' € à la demi-droite [Ot)\{O} tel que CE Ot) = -4 [27] 


- B'=s(B) = le triangle OBB'est isocèle de sommet principale 
B (d’après 5/a-) 
= OB-BB' 
«€» B' € Gon; (cercle de centre B et de rayon OB ) 
Ainsi : B’ est le point d'intersection de [Ot) WO) et Gisop;. 
De la méme manière C’ est le point d'intersection de [Ot KO} 
et le cercle Gcoc) de centre C et rayon OC avec [Ot'} la 


7 — —3 
demi-droite vérifiant (oc. or) = = [2x]. 
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BAC 2100 SEMON PRINCIPALE 


| EXERCICE 1 | 


Dans le plan complexe P muni d’un repère orthonormé direct (O;v, y). 
On considère les points A et B d'affixes respectives a et 1 où a e C\{1} 
Soit f :P\{B} -P:M(z) — M’ (z’) tel que z’ = | 
1/ Montrer que les affixes des points invariants par f sont les solutions 
de l'équation E : z?-2z+a = 0. 
2/a- On suppose que a = 1 - e?? où 8 € ]E 3 fi Résoudre E. 
b- Mettre sous forme trigonométrique chacune des solutions de E. 
3/ Dans cette question on suppose a--1. Soit M(z) eP\{B} et M’(z’) 


ST PF 
—3À 
a- Montrer que («;BM) t (Y.R) = 0 [2x]. 
En déduire que la demi-droite [BA) est une bissectrice 
> — 
de l'angle (BM. BM). 
b- Montrer que z' est un imaginaire pur si et seulement si |z| = 1. 


c- En déduire la construction du point M' image d'un point M du 
cercle trigonométrique privé du point B. 


Soient F et H deux points distincts, À la médiatrice de [FH] et J le 
milieu de [FH]. Soit M un point de A et D la droite passant par H et 
perpendiculaire à la droite (MH). On désigne par P la parabole de 
foyer F et de directrice D. 
1/a- Montrer que A est la tangente à P au point M. 

b- Vérifier que les droites D et A sont parallèles si et seulement si M=J 
2/ Dans le cas où le point M est différent de J, la droite D coupe A 

en I. Soit E le symétrique de H par rapport à I et A' la perpendiculaire 

àAenl. 

a- Montrer que A' est tangente à la parabole P. 

b- Construire le point de contact N de la parabole P et de la 

droite A' et montrer que les points M,F et N sont alignés. 

3/a- Soit S le sommet de la parabole P. Montrer que le point J 
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appartient à la tangente au sommet à la parabole P et déduire 
que S appartient au cercle &de diamètre [FJ]. 

b- Soit R un point de &distinct de F. Montrer que la parabole de foyer 
F et de sommet R est tangente à A en un point que l'on déterminera 
(il est conseillé de faire une figure séparée pour cette question ). 


c- Déterminer alors l'ensemble des points S quand le point M varie 
sur A. 


PROBLEME | 


I] Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 


ERI et Cr sa courbe 


: R ; 2 
représentative dans un repére orthonormé (o. i,j 


1/a- Etudier les variations de f. En déduire que Vx € IR on a :0<f(x) <1 
b- Tracer la courbe Cr. 


2/ On considère la fonction g définie sur ]0; -( par g(x) = Log(tgx). 
a- Montrer que g est dérivable sur ]0; &[ et calculer g (x); Vx €]0; ZL 


b- Montrer que g admet une fonction réciproque h définie sur IR. 
Calculer h(0). 


c- Montrer que h est dérivable sur IR et que Vx € IR;2h'(x)-f(x). 
En déduire Vx € IR; f? f(t)dt = 2h(x) - 5. 
IH] Soitn e IN et F, la fonction définie sur (0: -oo[ par Fn G=f f(t)dt 
1/a- Calculer F;(x) en fonction de h(x} et montrer que lim F; 62-5 
b- Soit K la fonction définie sur IR par K(t)=£ e = = 
Montrer que K'(t) = f?(t) 
Calculer alors F,(x) et montrer que lim F2(x) = 1. 
X=+00 


2/a- Montrer que l’image de l'intervalle [0; +0[ par Fn est l'intervalle 
[0; lim F;(x)f. 
X-+00 


b- Vérifier que Vt € IR% on a f(t) < 2e. 


En déduire, en utilisant I]1/a-, que Vx € IR^ ona Fn(x) < 2et 
que lim F;(x) est finie. 


X90 
c- Vérifier que Vt € IR? on a f(t) > et. 
Montrer alors que Vx € IR* ona l =£ = < F(x) 
et en déduire que lim F, (x) est non nulle. 


X->+00 


3/ Soit la suite (un ) définie sur IN* paru, =lim F,(x). 


X—+00 


a- Donner la valeur de u; et la valeur de u2. 


1 
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b- En remarquant que 4 — (et + et)? = -(e! — e-*)?, montrer que 


Vn € IN*et Vt e IR? ona f! (t)f OKE) = f*?(t) — f(t). 
c- A l'aide d'une intégration par parties, montrer que Vn € IN* et 
Vx e IRtona[ PE OK (dt 3 Ko)Po)-1- f : f*? (tdt 
d- En déduire que Vn e IN* et Vx e IR ona: 


(n+1)Fu2(x) - nF&(x) = K(x)f" (x). 
Montrer alors que u,:2 = 


n+l ™ 
4la- Soit n un entier naturel. Déterminer, en fonction de n, les deux 
termes U2n+1 Et U2n+2. 
b- Montrer que la suite (un ) est décroissante. 
c- Montrer que Vn € N ona: 2n I < ua El 
En déduire lim +22 


noo M2n+l ` 


: 2x4x6x...x(Qn) V ER 
d- Montrer alors que lim L 3x 5x..xOn-D XXI 


| 


1/ M(z) est un point invariant de f = f(M) = M = 


zd 
z-]1 
e z-a-z(z-1) e z?-2z«a- 0. 


«€» z est une solution de E:z? ~ 2z + a=0. 
2/a- On suppose que a = 1 +e% où 0 < ] 


Z.) 
27 E 
E:z?-2z+1+e =0 

N-1-1-e»2 = (ie)? 
donc 


E & z = l-ie ou z= | +ie”. 


b-- z = l -ie = l- e™2e® = -eUD 
i E i$ (sit 
ES LME ere » ez ' Laa? 4 Z Je" 2* 2 U 
T 3z | æ « 9 . 3n 
T T 
e DT T 
2 4 


Donc sin? + 4] > 0 

D'on z = 1- ie? = 2sin[$ + ijt 

= 2sin($ + &)[cos($ - 4) + isin($ - +)] 
“ant + D: $4] 


+7) 
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x Z 1 4 je = 1 + 2955 = CE PRE ME 2 pez | 


8, 
= 2cos( te 2*0. 


D'oü z = -2cos($ + 4)(cos( $4 n )sisin( 3 4-n)) 


= [-2cos(4 + 4) ; DN 
—M— 


3/a- LY BMU. BM) = arg aff( BM) ) «arg aff(BM') ) [27] 
arg(z - 1) + arg(z - 1) 2x] 

arg[(z- 1)(2 - 1)]. [2n] 

agl  - DE AT TF 1]] [2x] 


= arg| ( 2 ] = arg2 [2n]50 Qm] 
— More 
Ainsi (v; BM) + (7.5M) zd: dos) 
L --1-1-«-22 r = n. 
TYS iM (Ys EM!) =0 [27] 
= GR) BA )+ Bian GE): F5) = O[2x] 
nnn ————— 
e» n+ (BEBM) n^ ES NS 
mo ——————— 
-(BM;BA) = -(BR:BM') [2n] 
< Ge) pe 
D'où [BA) est une bissectrice de (BM. BM). 


M 


T 


b- z'estun imaginaire pur € z' = —z' 
ztlY. z-*l Z+l z-l 
Fe Ed Vc T al 
eoa dz) eC) 
e zz-zvtz-l--zzez-z-]l 


e 22222 e€e»zz-]l«e[-1 
Ainsi z' est un imaginaire pur €» |z|- 1. 
c- Soit M(z) appartenant au cercle trigonométrique de centre O et 
de rayon 1 


- OM - I] e» lse I e» Z est un imaginaire pur 
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«€» M! appartient à l’axe des oodonnées (y'oy) (1) 
l C 
- [BA) est une bissectrice de (BM.BM' 
= M appartient à la symétrique de (BM) par rapport à (BA) (2) 
Enfin (1) et (2) permettent de tracer M’ connaissant un point M 
du cercle trigonométrique privé de B. 


H = SA(F) car ^-méd[FH] 
l/a- F est le foyer de P = À est une tangente à P 
H appartient à D la directrice de P 
+ H est le projeté orthogonal de M sur D (diectrice de P) 
= MH = d(M,D) 
Or MH = MF (car M appartient à A = med[FH] ) 
D'où MF-d(M,D) = M eP. 
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MeP 
MEA — Aest la tangente à P en M. 
A est une tangente à P. | 
b- + Première étape: Montrons que : A/D — M = J en effet 
A//D et (MH) 1 D ( par hypothèse ) 
> (MH) LA 
Or (FH) 1 A alors (MH)//(FH) donc M,H et F sont alignés 
ajoutant que MH=MF ( car M e P) 
—M-HxFeM-J (carJ- H«F) 
+ Deuxième étape : Montrons que : M = J = A//D. En effet 
M-J = MH et F sont alignés. 
(MH) 1 D 
(FJ) = (MH) 1A 
Ainsi la première et la deuxième étapes donnent : A//D = M-J. 
2/ M x J. 
A'LA 
a- 
(FH)LA 
de plus A' coupe [EH] en son milieu I 
Donc A’ coupe le coté [FE] en son milieu qu'on notera K. (1) 
I-Ex*H 
J-F*H 
Or de plus (LA = A'L(FE) (2) 
(1) et Q) => A' = méd[EF]. 
E = Sa F) 
F foyer de P = \' est tangente à P. 
E e D directrice de P 


b-x N € A. 
s N le point de contact de P et A’ et = Sa (F) 
=> E est le projeté orthogonal de N sur D ( directrice de P ) 
= N e à la perpendiculaire à D en E. 
Ainsi : (N]-A' N (la Là Den E) 


Á ——— —— 
. (FM: FN) = L.T + (LES) [2r] 
x E = San) (F) car (IN) = A 


— A//D 


=> A'//(FH) 


=> (IJ/(FE) 
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PEN AN 
= (FN) = -(Ei EN) [2x] 


———— 
= (IN) =£ [x] car (El) = D 2 (EN). 
* H = Sam(F) car (IM) = A qui est la médiatrice de [FH] 


=> (An) = -(HMERÍ) [27] 
5 (rm) = 4 [n] car (EI) = D 1 (HM). 


Par suite (FM;FN) z 93 4 F [x] = 0, [n] 


signifie que les points M, F et N sont alignés. 
3/a- 

À est une tangente à P 

J est le projeté orthogonal du foyer F sur A 
th 
= J e à la tangente au sommet de P. 
Comme S est le sommet de P alors (JS) est la tangente au sommet 
de P 


: De plus (SF) est l'axe focal de P 
D'oà (JS)1(SF) car la tangente au sommet est L à l'axe focal en S 


AN x 
=> JSF = 90? — S e ele cercle de diamètre [FJ]. 


- J est le projeté orthogonal de F sur A. 
eRe eir) 
Q Premier cas : RJ. 
^ est la tangente au sommet à la parabole de foyer F et de 
sommet J=R car A 1 (FJ). 
& Deuxième cas: R + J. 
R € &MFj— (RJ) 1 (FR) (axe focal ) 
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=> (RJ) est la tangente au sommet à la parabole de 
foyer F et de sommet R. 
-J est le projeté orthogonal de F sur A 
*(RJ) est la tangente au sommet de la parabole T de 


foyer F et de sommet R 


h 
5 A est tangente à la parabole T. 


& Désignons par Mi le point de contact de A et la parabole T 
SA(F) =H 
Atangente àT => A” Ja perpendiculaire à (FR) 
(FR) axe focal de T 
passant par H est l'axe de T. 
Ainsi (Mi) = AA la perpendiculaire à A" en H ). 
c- Désignons par S — 4 S sommet d'un parabole P quand M varie 
sur À } 
3/a- 
OSES = SE {EF} 
Ainsi S c {F}. 
YR e €&F jm R est sommet d'une parabole passant par 
un point M de A et de directrice la 1 à (MH) en H 
= AFL cS 
Conclusion : S =@{F}. 


PROBLEME i 


I]1/a- f est dérivable sur IR et Vx € IR; f'(x) = -2—1 e 
(e* +e™) 
— Vx e IR; signe(f (x)) = -signe(e* — e™). 
-e—e*»0ee*2e*—x2-xec2x20oex-»0 
D'oü le tableau de variation de f 


: lim f= 0. 


too 


D'aprés le tableau de variation de f ,on a 1 est le maximum de f 
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et 0 est un minorant de f => Vx e IR ona: 0 < f(x) x 1. 
b- 


lim f = 0 = la droite d'équation y = 0 est une asymptote à la 
zoo 


courbe de f au voisinage de “co. 
2/a- la fonction tg : x — tgx est dérivable et strictement positive sur ]0; $t 
tr, 
2 
(tgx)' l 4 tg?x 


vx dope) = CEU. - LU 


=> g:x — Log(tgx) est dérivable sur ]0; 


2 
b- Vx eli: -[:g'(x) = Trew € Z >o 


= g est strictement croissante sur ]0; TT 

= g réalise une bijection de ]0: FI sur g(]0: E[. 

xg(10; ÆT) =] lim G0: lim. g(x) [=] ~ o. +o[= IR 
x20* go 


car x > 0* ona tgx > 0* puis Log(tgx) ^ — 


et quand x ^ pa on a tgx > +o. 


Q  h(0)-a aveca e]0: DL 
€» g(a) = 0 €» Log(iga)-0ætgm-læa- 
Conclusion : h(0) = a 


sh 


l + tg?x 


p 69 


c- g est dérivable sur ]0; 5t et Vx elù: -[:g'(x)- 


= h = g^! est dérivable sur sU, 2) = IR. 
1 tg(h(x)) 


RERO = 63) ^ Tate GO) 


Or Vx e IR; ;g(h(x)ox e Log[tg(hG))J-x e tg(hG)) = -e* 


paya = Tr ir C prec T 
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Enfin 2h'(x) = f(x). 
E vx e IR; f Od f i 2h'(x)dx-2[h(x)]? 
= 2h(x) - 2h(0) = 2h(x) - Â 


II]1/a- F1(x)=[ f!(t)dt = 2h(x) - S d'aprés la question précédente. 
- lim Fi(x)-lim [2060 - z] = J- car lim h(x)-5- 


Xo X200 2 mr 
E eroe 90 UE re See) 
(et+et) 


NE ARE (2) LA 
(et + e~)? ette db 

X X x X __nrX 

[2 F(x) = [Pat = f K'(dt = ds E 
LT p e(l-e^ 
E ec D. 
2/a- F, est la gts ede f” sur IR* qui s'annule en 0 
— Vx € IR; Fix) =P(x) > 0 
D'où F, est continue et strictement croissante sur IR* 
Par suite F,([0;-oo[) = [F:(0); lim F,(x)[= [0; lim F4(x)[. 
X—+00 X00 


b- Vt e IR ona f(0 -2e* = = - x 
9.6 TR gr cep <0 
et(et+et) et(et+et) 


=> Vt e IRž on a f(t) < 2et. 
D’après I] i/a- on a Vt e IR; 0 < f(t) < 1 
> Vt e IR*;0 < f(t) < 1 donc Vn e IN, Yt e IR". mL < I 
De plus Vt € IR? on a f(t) < 2e* 
Alors on peut conclure que Vt € IR? ona f"(t) < 2e. 
Par suite Vx € IR*, f^ Od < 2 ^ eat 
€» Vx € IR*,Fa(x) x 2[7e!]; = 2(-e* + 1). 
D'autre par Vx € IR*,-e* < 0 donc Vx € IR*,2(-e*41) «2 
En conclusion : Vx € IR*; F4(x) € 2. 
On sait que F, est croissante sur IR de plus elle est majorée par 2 
donc elle possède une limite finie en +00. 
c- Vt e IR*;et<et = vt e IR*:et+et < 2et 


au can 7 
S et+e Je 


e Yt e IR$; fi) = —2— > Let 
et+e e 

: Vt e IR% on a f(t) > et = vt e IRE; Vn € IN* ; Pse 
D'où Vx € IR}; Vn < IN* ona f^ P(t)dt > [^ e-dt 
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c Vx e IR5;Vn e IN*onaF,(x) > ka Le. 
.. Vx € IRZ; Vn e IN*“onaF,(x) > l S 


lim 1e = À et m F,(x) existe et réel 
D'où lim F4(x) > pu > pm suite lim F,;(x) est non nulle. 
3/a- u; -lim Fi (x) = Ei ( d'aprés Jia) 
u2 =lim F2(x) = 1. (d’après II]1/b-) 


X-o0 


b- Vn e IN*et Vt e IR ona: 
n-l _9fat _ at t _ At 
£- (Df (K() = (= 2 ) BIO AC 2 À 


rod e M e* e 


— (et + a 


sed cu OU) 
c- Vn e IN*; Vx e IR* ona: 
w(t) -f"(0f() > W LPO 
v(t) = K(t) > — v(t)-K'(t) = £(t) 
jJ; cfGkoe = [1eoko J| - 4f e*0« 
= POKO- +T pad 
d- f^P-(f(OK(dt = Leek- À Ran 
es ISO - f()àt = APOK) - 1 f; t? oat. 
e fft - ps = HACK a Ipad 
€» Paa) - Fax) = LP GK(x) - qp Fx) 
<> (n + D)Fa2(x) - nFa(x) = KOOP). 


um [(n + 1)Fm2(x) - nFa(x)] mun [KGOf" (x)] 
y +1) lim Fa) - n lim E s = U 


Car lim | $062 «(arde ] 10-0 


De *(1 4 e7X) e*+e* 

Par suite (n + 1)un+2 — nus = 0 € Uad = un. 
4/a- n € IN. 

U3 = 25 

us — 4 3 
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En multipliant tous les termes puis en simplifiant on obtient 


umi = + x À x à x xAn-ly, 


U?n+1= 2x2x4x4x6x6x...»2nx2n 


^ 2n+1 
En multipliant tous les termes puis en simplifiant on obtient 


U2n42 = $xx$xsx 22 x ua 


2x2x4x4x6x6x....x2nx2n 
2x3x4x5»x...... x(2n) x (2n +1) 
U2g42 = 22 (n^ 
Qn4 1)! - 
b- Soit n € IN. 
Vt eIRona:0O «f(t) E I 
= Vt e IRona:0 < POO < I x f'(t) 
D'ou Vx e IR^ ona [n f**!(t)dt < IY f (t)dt 
«c Vx e IR* ona Fanau (x) € F,(x). 
D'où lim Fau GX) <lim Fix) & ug < un. 
X-+00 X-++00 
Par suite (un) est décroissante . 
c- Vn € IN; 
e 0 < U42 € Un car (un ) est décroissante . 


= 122 <] carum > 0 
U2n«1 


..lH2n-2 _ U2n22 X U2n _ 2n U2n 


U2n«1 U2n U241 — 2n-«] U2nel ` 
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dor car (un) est décroissante . 
2n y Un . . 2n 
2n+1 Un ^7 2n+1 
U2n+2 n 
co Lm > 
Uni 7 2n-«l^ 


: U2n+2 
aT < D. x 1; Vn € IN. 


lim À 
: 2n ly 2 B noo U2ndl 
lim [ 724: ] dum s] : 


d- Vn e INona: 
PET LT 2n 

img og 5.97] 5 9 9] 

U2n-1 Has rt n-—]1 . m 
2*3. MUN 
2x4x6x...x(2n) 2 2 
3x5x...x(Qn- 1) (2n + 1)x 

Comme lim yan -1 


n-+00 


6 2x4 x 6 x...x(2n) Y 2 n E 
etia | (RL OP *2n«l T as 
T 


+ 
5 2x4%x6 x... x(2n) Y 2 uH 
etim l (£z 62m) “mi| 
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Une urne contient quatre boules rouges et six boules noires . 

1/ On tire successivement et sans remise trois boules de l'urne . 
Calculer la probabilité de l'événement :* la première boule tirée est 
noire et les deux autres boules sont rouges ”. 

2/ On tire successivement et avec remise trois boules de l'urne . 
Calculer la probabilité de l'événement :“ la première boule tirée est 
noire et les deux autres boules sont rouges ". 

3/ Soit E l'épreuve qui consiste à tirer simultanement trois boules de 
l'urne.On désigne par A l'énénement : * obtenir une boule noire et 
deux boules rouges " 


a- Montrer que la probabilité de A est égale à —— à TE 


b- On répéte l'épreuve E cinq fois en remettant les trois boules dans 
lurne aprés chaque épreuve et on désigne par X l’aléa numérique 
qui prend pour valeur le nombre de fois où l'événement A est réalisé 
Déterminer la loi de probabilité de X. 

c- Calculer la i de l'événement: ^ 1« X € 3 ". 


NC points ) 


Dans un plan orienté, on considére un triangle ABC rectangle en A et tel 
PE NN —  - 
que (BC: BA) = t [2x]. Soit D le point du plan tel que AD = BC 


et soit K le symétrique de B par rapport à A. On désigne par O, I et J 
les milieux respectifs des segments [AC], [BC] et [AD]. 
1) Soit s la similitude directe du plan telle que s(J)-B et s(D)-K. 
a) Montrer qu'une mesure de l'angle de s est E 
b) Montrer que le rapport de s est 2 (on pourra montrer que le triangle 
CBK est équilateral ). 
c) Montrer que C est le centre de la similitude s. 
2) Soit A’ le symétrique de D par rapport à C et f l'antidéplacement du 
plan qui transforme D en A et A en A’. 
a) Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera les 
éléments caractéristiques . 
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b) Montrer que f(K)-C. 
3) On pose g=f ° s. 

a) Montrer que g est une similitude indirecte dont on précisera le 
rapport . 

b) On désigne par A l'axe de g et par Q son centre . - 
Montrer que gog est l'homothétie de centre Q et et de rapport 4. 
Vérifier que g ° g(D)-B. 

c) Donner une construction de l'axe A de g. 


PROBLEME | | 


I-1/ Etudier les variations de la fonction g : IR > IR;x — (1-x)e 741 et 
déduire que pour tout réel x on a: g(x) » 0. 

2/ Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = xe™ + x. On désigne par 
Cf la courbe de f dans un plan rapporté à un repère orthonormé 
(0:3:3 
a- Etudier les variations de f . 

. b- Montrer que la droite A d'équation y-x est une asymptote à Cr au 

voisinage de +æ. Etudier la position relative de Cr par rapport à A. 
c- Tracer la courbe Cp. 

3/ Soit a un réel strictement positif. On désigne par A(a) l'aire de la 
partie du plan limitée par Cr; A et les droites d'équations respectives 
x=0 et x—a. 

a- Calculer A(a). 
b- Déterminer A(1) et lim A(a). 


(00 


(10 points ) 


II- Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction 
Fa : LU: Laal IR; x ^ f t"e tdt. 
1) Montrer que Fi(x) = 1 —- (14 x)e *. 
2)a- A l'aide d'une intégration par parties, montrer que Vn > 2;on a: 
Fax) = nF,4i(x) - x'e* 
b- Démontrer par récurrence que Vn € IN*: 
k » 
F.(x)-n!| I-37, , Ete] où x est un réel strictement positif. 
c- En déduire lim F;(x). 


X00 


*. xr x < < xr 
3) Montrer que Vn € IN SVx > Uon -T° < Fx) < ET 


4) Soit x un réel strictement positif. 
à > x e l xl 
a- Montrer que pour V n € IN tel que n > 2x,on a: n 52 asi 
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b- En déduire que lim x = 0. 
nrt N: 


k 

- x em 1 n X 

c- Montrer que e* -lim $5, , "T 
nc . 


5) En utilisant les ER 2)b- et 3) 
a- Montrer que oi E d eek S C +4 
b- En déduire un E de e d'amplitude d < 107?. 


1/ On tire successivement et sans remise trois boules de l'ume. 
Désignons par B l'événement «la premiere boule tirée est noire et les 
deux autres sont rouges». 


| formes favorables de B | probabilité de la forme 


zel 
009 toa "7^7" 


2/ On tire successivement et avec remise trois boules de lurne. 
on se propose de calculer la probabilité du même événement B . 


| formes favorables de B | probabilité de la forme 
__12 
© RL: 


3) Soit E l’épreuve qui consiste à tirer simultanement trois boules de 
l’urne. Posons A l’événement :«obtenir une boule noire et deux 
boules rouges». 

a- le tirage est simultané — l’ordre des boules n’est pas important. 


formes favorables de A | probabilité de la forme 


(© 


= p(A) = 0 S ao 


b- On répéte l'épreuve E cinq fois en remettant les trois boules dans 
l'urne aprés chaque épreuve — les épreuves sont indépendentes. 


Ci x Cj 
| Cio 
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X : cinq répétitions — nombre de réalisation de A. 
Dans ses conditions X suit une loi Binomiale de paramètres n=5 


EIU 
D'où Vk e 40,1 
3 F2 
NERO 
Débit (1 53023) cx -2) j»€ (x= 3) 
Ainsi p(H) = p[ (X - 2) U (x - 3)] 


= (X -2) «p(X - 3) 0 2)n (x - 3)-0 
HLR] Gr) "HAT Gs KT 


V 
NA 


Ñ K A B 


1) Soit s la similitude directe du plan telle que s(J)-B et s(D)-K. 


E 
s(J)-B mIIG s 
= { DX: KB | est une mesure de l'angle de s. 
s(D)-K 


X AND 
(iaa) KE) = (ini) DA Biad DC + (DG: KB [2n] 
Comme AD - BCal BC albis ABU Diest ABCD est un parallélogramme 


Par suite (A: (proc) » (scs BC; IGT Z [2n] aussi 
(rés) = (pc: (pé Von = = O[2x] 


En conclusion DIKB) = zn]. 
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J)-B 
iu } = Ie est le rapport de s. 


s(D)=K DJ 
(AC) 1 (AB)-(KB) 
A=Kx+B 


= (AC) est la médiatrice de [KB] 


— le triangle CBK est équilatéral 
— KB-BC. 

D'autre part DJ-lDA et DA=CB ( car ABCD parallé log ramme ) 

Enfin BB 5e c 2 
Dj CB 
Conclusion :le rapport de s est 2. 
c- Posons C’=s(C). 
On a CDJ est un triangle équilateral direct 


( car DC-AB-L-BC-J-AD-DJ 


aussi CJ- 4 BC ainsi DC-DJ-CJ) 
Donc C'KB est un triangle équilateral direct 
( car C’=s(C);s(D)=K et s(J)-B ) 
Or CKB est un triangle équilateral direct d'ou C'«C. 
Ainsi C-s(C) par suite C est le centre de la similitude s. 
2) f l'antidéplacement du plan qui transforme D en A et A en A". 
a- Supposons que f est une symétrie orthogonale 
=> f(D)=A donne f(A)-D or f(A)-A" 
=> A’=D ce qui est absurde. 
Donc notre supposition est fausse par suite f est une symétrie 
glissante ( car elle est un antidéplacement differente d'une 
symétrie orthogonale) 
Désignons par YT le vecteur de f et A son axe. 


fof? tat (ta la translation de vecteur 27) 
0RDI-R ATA 
T E -— 1 > X 
=> 2u = DA = u = DA - DC. 


{ RDA a { DATA n 


f(A)-A' AxA'-IeA 
— 
Conclusion: f est une symétrie glissante de vecteur DC et 


d'axe (IJ). 
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— 
b- f est une symétrie glissante de vecteur DC et d'axe (IJ). 
< f= Sa) C 


HR Sq tK) Slt) | 
= SG) (A) ear KA = AB = DC 


BxC-I 1 
= AI-—CK 
B«K-A 2 
Or 1-ck-lcB-1C donc AI-CI = I € med[AC]. (1) 
K*C=J 1 
= AJ-1cB 
B«K-A 2 


Or i cB-} LCK-JC alors AJ-CJ = J e med[AC]. (2) 
" )et Qj = (IJ) est la médiatrice de [AC] => C-S nn (A) 
Conclusion : :{K)=C. 
3)a- f est un antidéplacement du plan — T est une similitude indirecte. 
f est une similitude indirecte de rapport 1 
s est une similitude directe de rapport 2 


—g-f o s est une similitude indirecte de rapport 1x2=2. 
b- A est l'axe de g, Q son centre et 2 son rapport 


E: g = hoaa oSa=Sa shona avec hoaa est l'homothétie de centre 
Q et de rapport 2 et S4 est la symétrie orthogonal d'axe A. 
gog-h (o2) °Sa eSa ch(o2)-h(o2) h2) h'a avec h' (o4) 
est l'homothétie de centre Q et de rapport 2x2 = 4. 


Bo ur SO) 
SC 5 A’ — B d'ou f(C)-B 
ED >K E Cc s B donc geg(D)=B. 
MM Ma RCE 
C- g-S4 oh(o2). 


g(D)-C donc Sa[h (Q3) (D) JC 
— A est la mediatrice de [D'C] avec D’-h(02) (D) 


—— — 
D'-hio5 (D) > QD - 2. QD. 
g^(D)-B  h' ioa (D)-B > B= zd UD 
c» -3.0B = 4.BD es BO = + BD 


D'où la construction de A suivant les "m suivantes: 
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pe 


— 
s on construit Q tel que BQ = EE BD 


e on construit D’ tel que OD = 2.0D. 
* on construit la médiatrice de [D'C] qui est A. 


IL: PROBLEME | (10 points ) 


I- lg : IR > IR;x — (1 —- x)e^* + l est dérivable sur IR 
€ IR;g'(x) = -e * - (1 - x)e* = (x — 2)e™ 
D ou le tableau de variations de g 


lim g =lim [(1-x)e + 1] = elai + 1 = +0 


x>- 


car lim g =lim I -x)e™ + Lle lim. [e* + Xe* + 1]-1 


Xx X2-oo 
avec X = -x quand x > +œ on a X > —oo 
D’après le tableau de variation de g on remarque que 1 — e? est le 
minimum absolu de g 
Donc Vx € I;g(x) > l-e? > 0 > Vx € IR;g(x) > 0 
2/ f définie sur IR par f(x) = xe * + x. 
a- f est dérivable sur IR et Vx € IR;f(x)=Ll.e *-xe *+1=g(x) > 0. 
D'où le tableau de variation de f 
lim f =lim [xe* +x.] 
= —00 


lim f =lim [xe * 4 x] 


+00 X-+00 


= lim | dx =+ 
e 
X—+00 


cos X]. 
2o p Esdr 2 
> la droite A : y = x est une asymptote a Cr au voisinage de +o. 
f(x) — x = x > sig[f(x) — x] = sig(x) ;Vx € IR 
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0 


TOO 


C; est dessus de^ 


. f) 


c- » lim =lim [e™ +1] = +0 = Cp possède une branche 


X——00 X X——00 E 
parabolique infinie de direction l'axe des ordonnées au voisinage de E 


3) Soit a un réel strictement positif. 
a- A(a) l'aire de la partie du plan limitée par Cr; A et les droites 
d'équations respectives x = 0 etx = a. 
comme Vx € [0;a]; f(x) -x 2 0 
= A(a)= | EG) —x)dxua (u.a. : unité d'aire ) 


c A(a) = f; xe*dx 


vix)peem A v(x) = -e* 
u(x) = x f WG 1 
Ainsi A(a) = [-xe*]5 — L -e*dx 
A(a) = -ae^* le 
Aa) = —ae*—e* + l. 
b-A(l) = e! -e!l +1 = 1- Z 
lim Aa) =lim (-ae*—e* +1) 


+00 d->+00 
( On pose X = -a; a > +00,X ^ —o) 

=lim (XeX — eX + 1)-1 car lim (Xe*)=0 et lim (e*)-0 
X2-—o0 X=-00 X—+-00 


In F1(x) = f jte dt = A(x) = -xe *-e*+1 
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Fi(x) = 1- (14 x)e*. 
x L t) - set 
2)a-Vn > 2; Fa(x)=[ (e Td SE al E 
0 u(t)=t" r« u/(t)=nt"! 
= [et^]; - f : -nt"le”tdt 
= —x"e * + nf, tle-tdt = -x'e* + nF;_1(x) 
conclusion: F;(x) = nFs-1(x) -x'e * ;Vn z 2 
1 cE -x x? -x -x 
b- vfi- Zio Le ds l- Tr? + Xe ) 
= l-(e*+xe*) = 1-(1+x)e* = Fi(x) 
=> la proposition est vraie pour n = 1. 


j k 
« soit p € IN*; supposons que FyG)-p!| 1 = is - Ere -x d 


montrons que F voip 1- "T Xe il En effet 
Fpa(x) = (p + UDF, Lx) S "n 


zik Del i - Le re d _ xrie”s 


E " x. > ox 
"eni (zs eae) 
- p+i k 
= @+D![1- Re 
— la proposition est vraie à l'ordre (p + 1) 
€ l box: 
Ainsi : V et 4 => Vn € IN*:F,(x) = vil) PR i i | 


c- lim F;(x) =lim [a(i -E Ke) 


X00 X—+00 


= vl: —lim 2 £e] 


X—+00 


= ni[ 1 -tim e^ ne lim bre: | 


X-90 X00 


( car on a une somme finie de fonction) 
Æx kK ək ck CK ck cK ək ok cK ck ck OK ok CK ok CK ck ck oko ck ck 


X—+00 X—+00 


ONE 
Pour k € IN*;lim x*e^ -lim (e+) 
(On pose X = t quand x > +00, X — +00) 


k x NK 
lim x*e^* =lim (kXe-X)* =lim ( xX) zh 
RFO X0 X>+ e 


kX kK k ck cK ck k k ck ck ck cK Ok k CK ck ck ck ck k k k 
Conclusion :lim F,(x) = n!. 


X—+00 


3) Vn € IN';Vx > 0: 
telox]e0stzxe-xz-z0 
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& e*<et<I 
€ t'e* <t'et<t" 
=> lne < f, tre~dt <f , dt d > 0 
a] fm qs i" ]* 
€» e *| —— E &z[. | 


XS oux xnl 
€ e* < F,(x) < 
n+l d A 5 T1 


4) Soit x un réel strictement positif. 
a- Pour tout entier naturel n tel que n > 2x,on a: 
mt H eic [+ » 1] 
n! 2 (n- I)! (m DI Ln 2 
TT 2% H s 
(uc Di [ 7n ] < 0 carn > 2x. 


n 
b- posons un = PE Vn € IN tel que n > no avec no est le plus 


petit entier > 2x 
D'après la question précédente Vn > no: at < Iw de plus un > 0 
On a donc: 0 < Uni < Un, 


U <un € lua 
En multipliant ces inégalités puis en simplifiant on obtient: 
n-no 
Yn >n0,0 < ua s(— Uno 


De plus lim [(4 ) w]- - 0 car + €] - LI[ 


Conclusion : lim. un = 0 c'est à dire A x" p. 


n>+0 n-+00 n! 
c- yn e IN*;Yx > Oona:. 
xn+l e 
doudou 
x? -Xx X 
= že <n[1- Xd ext 
VERE 2% <l sS e] PES cui M 
(n + E E k-0 E S E 4 (n 4 Da) 
X « eX. 
i E TL d D 
s lim -e |- S lim ep 
peso me Bc T ^ 
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e x RME ]- - 

ee L («Dd 
xk 

Conclusion: lim DA: UE ] eek, 


Ti--o0 


5) a- Pour n > 2;on a (n - 1) e IN*; donc d’après 3) ona: 
Le € Faa(1) < l- = le^ < (n- EE >: VILE d 
- s n-1 
= T H T 4 Ze 


« Pourn = 1. Momie me 
Ainsi Vn € IN*; DEL (1) 
17+ *. nl AR n s -1 1 
*Vn > lE) < I e» Vn € IN nifi od ] s 


*. d Ç 1 L 
<> Vn e IN ;l-6 Za T GI 


= Vn CSS T 
*. C (n+1 
€» Vn e IN es ki ibd eon) 


Orn22e6n«123o5e-(n«1)xe-3«0 


"ET e - (n4 1) 2:0 
n! n+l 
a ql] eqeD n 1,1 
© iura a n4] ) Lo rt ni 
a n 1,1 
D'où e < Ka T T aT 
* Pour n = 1. Megpti i. 
*. d. 
Conclusion Vn € IN i$ Xr ET (2) 
Ainsi: (1) et (2) donnent Yn € IN S pr e Y, zd 


b- D’après la question précédente 
n l n 1 1 n l l 
2 KT Dr Par > HSR SY Z AT 


DIE dr est une valeur approchée de e à + près. 


L3 2 5 ] 5 deus 
Comme = XT ^3» < 10 ? alors Z. T <e < Lio KT * T 
est un encadrement d'amplitude inferieur ou bu à + D < 107. 


s 1 163 - 109 . 
dr 72710 «Yd - LE -2,ms 


Enfin: 2,7167<e<2, 725 est un encadrement d'amplitude 0,0083« 107? 
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Dans un plan orienté on considère un triangle équilatéral ABC tel que 


TES eR 

(^8; AC) = F [27]. On désigne par I le milieu de [AC] et par 

K = À *xB. 

1/a- Montrer qu'il existe un unique antidéplacement f tel que f(B)-A 
etf(A) = C 

b- Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera l'axe 
et le vecteur. 

c- Soit D le symétrique de B par rapport à I. Montrer que f(C) = D 

d- Soit D’ = f(D). Montrer que D’ est le symétrique de B par 

rapport à C. 
2/ Soit g la similitude directe telle que g(A) = B etg(T) = D 

a- Déterminer le rapport et l'angle de g. 

b- Soit G le cercle de diamètre [AB] et L' le cercle de diamètre [ID]. 
Montrer que L passe par L et que L et C sont sécants en un 
deuxième point Q. 

c- En déduire que Q est le centre de g. 

3/ Soit o=f o g. Déterminer la nature de c et ses éléments caractéristiques 


Une urne contient une boule blanche ,une boule rouge et tois boules noires 

toutes indiscernables au toucher . 

1/ On tire une boule Calculer la probabilité p1 pour qu'il reste dans l'urne 
exactement deux couleurs 

2/ On tire sucessivement et sans remise deux boules .Calculer la probabilité 
p2 pour qu'il reste dans l’urne exactement deux couleurs. 

3/ On tire simultanement deux boules de l'urne. On désigne par X l'aléa 
numérique qui prend pour valeur le nombre de couleurs qui restent dans - 
Purne. 

a- Déterminer la loi de probabilité de X. 
b- Calculer l’ espérance mathématique de X. 


a a 
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PROBLEME 


Soit f la fonction définie sur IR? par f(x) = x? — 2Logx — 1. On désigne 
par C: la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (0; i; j) 
I]1)a- Etudier les variations de la fonction f. 
b- Tracer [a courbe Cr. 

2) Soit À un réel de l'intervalle ]0; 1[ et A(A) la mesure de l'aire de la 
partie du plan limitée par la courbe C; et les droites d'équations 
respectives x = Ax = l ety = O. 

a- Calculer A(A). 


b- Déduire que lim AQ.) = +. 
2-0 
T11) Soit n un entier naturel tel que n > 2. 


a-Montrer que pour Wa bCa naturel k tel que 1 < k < n— I, ona: 


— [ux f(t)dt « Lek y 
b- En déduire que : + E » <A 1) <. Y EE) 
2) On pose pour tout entier n 2 2, S, gui 
a- Montrer que ALI ) Z R, Z L mi D AG 
b- En déduire que lim S, = 4 


3 
ni-Foo 
3)a- Montrer par récurence que, pour tout entier naturel n tel que n > 2; 


n- -1)(2n-1 
ona: Y! & = n(n-1)0n-1) 
—1)(2n -1 
b- Montrer que S, = a Dn ) t 2Log -1« d 
6n n 
n 


c- En déduire que lim 


n4o0 FP 


AS L LN 


1/a- ABC est un triangle équilatéral donc AB = AC et AB + 0 
— il existe un seul antidéplacement f tel que f(B)-A et f(A)-C. 
b- f est antidéplacement — f est soit une symetrie axiale soit une 
symetrie glissante. 


a e MM 
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Supposons que f est une symétrie axiale y | 
donc fo f = Idp (l'identité du plan) 
D'où fo f(B)-B & f[f(B)]-B 
€» f[A]-B — C= impossible 


Donc notre supposition est fausse 


et par suite f est une symétrie glissante. 


Désignons par u le vecteur de f et par 


À son axe. 
f(B)-A A x B-K € À 
* => 
f(A)-C A +C EA 
> À = (IK). 
Xfof = t or de plus fo f(B)-C > 27 = BC > V = RC 


On remarque que LBC < TR carl= A* CetK - A«B 


Conclusion : f est une symétrie glissante d'axe A = (IK) et de 
vecteur IK. 
c- D est le symétrique de B par rapportà I = L D + DB 
= ABCD est un parallélogramme ( car on a déjà I = A x C) 
fo f(A) = taa(A)  carfef — taa 
€» f(C) = D carf(A)-C et BC - AD puisque ABCD est un 
parallélogramme. 


d- fof(C) = f(D) = D' => CDT - BÓ. carfof - tc 
= Cz-D'*B 
«€» D' est le symétrique de B par rapport à C. 
2/a- g(A)-Betg(I) = D 


BD. est le rapport de g 


————— 
— — 
(TA; DB) est une mesure de l'angle de g 


s BD -2 Blais (A La 4-2/3 car IAB est rectangle en I. 
K R 7 N " 

x (TA; DE) = (AE) + (DB) Dr] = 4 +0 [27] 

Conclusion : g est d'angle Z. et de rapport 24/3. ; 


2 
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b- & ABC est équilatéral et I est le milieu de [AC] 
=> (BI) est la médiatrice de [AC] 
(BI) 1 (AI) = I € Glecercle de diametre [AB]. 
€ I est déjà un point commun à L et L’ le cercle de diamètre [ID] 
=> Get C sont soit tangents en I soit se coupent en un deuxième point 
Comme ( centre de € ) n'appartient pas (DI) alors les centres de L 
et de C et leur point d'intersection I ne sont pas alignés ce qui prouve 
que L et à ne sont pas tangents. 
Conclusion : Ç et C se coupent en I et un autre point noté Q. 


c- Désignons par O le centre de g. 


Jj nm IEEE + 
KA y e prass (Qi; iB) = Lx] = Qet 


RIS 

Ne Fa 
—> ———3 

FE DS (Go) = T [2r] > M eg 

D'où Qi e CENG = 41 

Comme g(I) = D + L alors O; +I 

par suite O1 = Q. 


3/ f est un antidéplacement et g une similitude directe de rapport 2/3 
— 6 = fo g est une similitude indirecte de rapport 243 . 
+ 6(A) = fo g(A) = f(B) = A = A est le centre de o. 
- Désignons par A l'axe de o = o=h » S4 avec h l'homothétie de 
centre A et de rapport 2/3 

> SA = h o5, 
x Sa (I) = h! o fo RD = h! o f(D) = h? (D) 

Posons D” = h“! (D) .Ainsi S4 (1) = D” 

€» ^ est la médiatrice de [ID"]. 
Comme de plus A appartient à A 
=> A est la bissectrice intérieur de [AI, AD" ]. 
D'autre par D" = h! (D^) alors D" € [AD') 
( car le rapport de h^! est l ) 


243 


On conclut que A est la bissectrice intérieur de [AL AD']. 


1/ Il ne reste que deux couleurs dans l'urne si et seulement si on tire une 
boule blanche ou une boule rouge. 


D'oü pi -l.i- E 


E HH eres dg PRA. 
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2/ Le tirage est de deux boules successivement sans remise. 
L'événement démondé se réalise quand on tire :une boule rouge puis 
une noire ou une noire puis une rouge où une blanche puis une noire 


ou une noire puis une blanche. 
zd or dauid VA DS OP IE PR PE d lo s 
NAN EE pts de à 50 s 
3/ X :deux boules —1e nombre de couleurs qui restent dans l'urne . 
a- X(Q) = 41,2,3}. 
siye CLR CE a cT = Al: 
© p(X = 1) = GP T ( car (X = 1) se réalise quand 
on tire une boule blanche et une rouge ). 


o^. CRC , CixCi _ 6 e 
Gemaes ren e e 


réalise quand on tire une boule blanche et une noire où une rouge 
et une noire) 
2 
Op(X = 3) = S. = i (car (X = 3) se réalise quand on tire 


deux boules noires ). 
` D’où le tableau de loi de probabilité de X. 


1)a- f est dérivable sur IR? (somme des fonctions dérivables) 
' 1 x? 1 (x - 1x * 1) 
Vx e IRt;f(x) = 2x -24p = 2e = 2> 


=> sig(f'(x)) = sig(x - 1); Vx € IR? 


D'où le tableau de variation de f lim f-lim [x2-2Logx-1 ] 
0* x20* 


=+% car lim Inx=-00 


x20* 


lim f-lim [xo-242X.1 | 
+00 X00 


= po car lim dox -0 


X +00 


b- x lim Peton — Ct possède la droite d'équation x = 0 comme asymptote. 


ot 
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. f ; 
* lim G —]im |x- 2—=—== Loss 1] = +0 — Cr possède une 
+00 X—+00 
branche parabolique infinie de y 


direction l'axe des ordonnées au 


voisinage de +oo. 
2)a- AQ) = l fG)dx 
-[o? — 2Logx — 1)dx 
= IR - dx - 2^ Logx. dx 
u’(x)=1 A u(x)-x 


v(x)-Log(x) ^ VT 


= [ie -x]- 2| (xLogx]; - [, dx ] 


- + epus 1 A3 +A + 2ALogÀ + 2(1 - A) + = lx + Log, — À. 
b- lim A(.)-lim [i - Xs2XLogk- 3. Fi car lim (ALogA)-0 
à20* 2-0* 


A-0* 
II]1) Soit n un entier naturel tel que n Z 2. 
aed sksn-1250«lskzi-l« 
l]<k<n-1=2<k+l1<ns 2x EH. <] 


>1<k<n-1 => ke + Kt appartiennent à ]O; 1]. 
yte [m te]; MIL et 1] 


ktl ktl 
T S f(EL)d < T cC fedt < fi fix 
ktl "iH 


e qe yes 


idc < ro f dt 


kel 


SACS ST Od < FH) 


ki 
Weed Kod < Li) 
Le keni ona 
k+l 
TED sfa (dt < HF). 


n-l k+l 
>54 Lan < TIC qoa < xi) 


"ES ER MENU PER 
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a-l Ku 2 3 n 
or Ñ f(t)dt=[ 1 f(t)dt« 2 Ud. n=l f(t)dt 

ki n i n nn 

2 3 
T dt + [5 2 f(t)dt +...+ [e uci f(t)dt 

= = [1 1 odt - = ALI j: ( relation de S sur les intégrales) 

ais FL) e A (1 E yl f( 4). 
k=1 


2) On pose pour tout entier n > 2,S, = -l DEM 


n-1 n-l 
a- D nf) <A(4)< Lrf. 
1 


kel 


Ene - “a b "3 gs] 
| (3) t (ERE) Jart() -o 
LUE LST eG) nO) ] EG) 


Ainsi S, HCL) s A(1) e sa s A(1) HG) 
Conclusion:A( £) ZR, < A(1) d LH). 
1 


b-- lim ALI y) u AQ)-5 (on pose =: n — +0,1=+ — 0*) 


x na | [AG J+ i )F lim [AQ.)9X£0.)] (on pose AÀ-1-) 
—lim AQ) +lim [A — 2ALog4 - À] 


À—0* À—0* 
= 4}0 car lim (ALogà) = 0 
3 A—0* 


ALL < Sn < S 2 


im AÇ) = 


n— +0 


eb EODI-4 


n—>+00 


Il 
EI 
FT 
rh 
eo 
ss 


+f 
+f 
) 


3)a- » Vérifions la proposition pour n = 2 


LT 
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Xne-p5.1-20-06*2-D 
est vraie pour n — 2. 


H Soit p un entier > 2. Supposons que x y- RQ-DOp- D) 
Montrons que ? 7 K? = PE Dr, En effet 


= PR +p? = p(p-1)2p-1) 2 


_ p(p-1)2p-1)*6p? _ pi(p-1)(2p- 1) + 6p] 
6 6 


donc la proposition 


_ Pip? 3p-1] _ S 
6 TIU IT 


n-1 u 
Conclusion: Vn > 2;on 2248 = RUSH, 


b-S, = HEC )=+ SC ) -zves(* )-1] 
0) ded Jian, 


n 
k=l 1 
n-i 
dye PR (n-1)@n-1) 
sz) - n? S 6n? | 
2 yv Le(kY- = L n-1 
x og( + = Log lx2x2x.xn 
Fe (5) i M n n D 
— —2 n— 2 nx(n-1)! 
- xiu ( CD " )- Zol n x nn) ) 
2 LN n" —. n 
= -2vog( 3.) = nlogir - 2Log "d 
n-1 
1 cuu 1 À 
nr gu D n 
. a _ (n-1)(2n-1) E PE I 
Ainsi S, = TS T dic TE 
| E (n - 1)(2n - 1) pru adt 
cr “tm | a - CUm 
4 I 
l Sn = +. * lim + =0 
ee 3 m n E ; 
2 2 
* li (n—1)(2n-1) =lim v? ise] OH 
bins 6n? GE 6n? 3 
où + = À L -1 elim Log—1— = 1 
pass We NM IO cc IRE 
clim — = e. 
ou S 


rc I I dI -— a 
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BAC 2002 SESSION D 


E CONTROLE 


Soit f la fonction définie sur ] — 2;+00{ par f(x) = Log(x +2) 
1/a- Dresser le tableau de variation de f. 
b- Tracer la courbe C; de f dans un repére orthonormé (o. 7. i) 


2/ Soit m un réel de l'intervalle] — 2; -1[ et Am la mesure de l'aire 
de la partie du plan limitée par la courbe Cr, l'axe des abscisses 
et les droites d'équations respectives x = m etx = -1. 


a- Montrer que Iz > ^ 5 dx = m + 1 - 2Log(m + 2). 


b- Calculer Am en fonction de m. 
c- Calculer lim Anm. 


m-2* 
3/ Montrer que l'équation f(x) = x admet dans l'intervalle | — 1;-oo[ 
une solution unique noté a. Vérifier que 1,1 < a < 1,2. 
4/ Soit (un ) la suite définie sur IN par: ug = 5 etus = f(un) . 
a- montrer que Vn € IN;u, > 0. 
b- Montrer que la suite (un 7 est décroissante. 
c- Déduire que (un ) converge. Déterminer lim un. 


n—+00 


Dans le plan complexe P rapporté à un repère orthonormé (o. 1. iy 


on considère les points À et B d'affixes respectives 1 et -1 et on désigne 

par P' le plan P privé du point A. Soit f l'application de P' dans P qui à 

tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z tel que E 

1/a- Soit C le point d'affixe i. Déterminer le point f(C). 

b- Soit C le cercle de centre O et de rayon 1. Montrer que tout point 
M de CFA) on a fM) = B. 

2/ Déterminer l'ensemble des points invariants par f. 

3/ Soit M un point quelconque du plan privé de la droite (AB) et de G. 
On désigne par M; l'image de M par la symétrie orthogonale d'axe 
(AB) et par M' l'image de M par f. 

a- On désigne par ZU et Zi, les affixes respectives des vecteurs 


rr —————À———— RR Ó 
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Re 


AVES MT _ 3 
MiM et AM;. Montrer que 7 7— = ——Z— 
Zu — d-i 


es CET Re 
En déduire que les vecteurs M; M' et AM; sont orthogonaux. 


——À3 — 
b- Montrer que les vecteurs M; M' et BM' sont orthogonaux. 
c- En déduire une construction géométrique du point M'. 


PROBLEME 


On donne dans un plan orienté ,un cercle ( '&) de centre O, de rayon R 
et un point F, distinct de O,tel que OF < R. Soit M un point de (©). 
On désigne par P le symétrique de M par rapport à F. 

I)1- Déterminer l'ensemble des points P lorsque M décrit le cercle (©. 


— 

2- Soit N le point tel que MP — MN et (MP, MN) = CS [2n]. Soit c 

le milieu de [NP]. 

a) Montrer que o est l'image de M par une rotation de centre F dont 

on précisera l'angle. ; 

b) En déduire l’ensemble des points œ lorsque M décrit le cercle ( 6). 
3- Soit I le milieu de [MN]. Montrer que I est l'image de M par une 

similitude directe de centre F dont on déterminera le rapport et l'angle. 


an 
4-a) Calculer tgMFN. 


b) Soit a une mesure de l'angle (FM, FN) tel que a € pE E [. 
Déterminer tga et en déduire que a reste constante lorsque M varie 
sur (©). 

c) Montrer que N est l'image de M par une similitude directe de centre 
F dont on déterminera le rapport et l'angle. 

d) Déterminer l'ensemble des points N lorsque M décrit le cercle (©). 

II)1- Soit G le symétrique de F par rapport à la droite (MN) et F' le 
symétrique de F par rapport O. Montrer que G appartient au cercle 

(*&') de centre F' et de rayon 2R. 

2- Soit (E) l’éllipse de foyers F et F' et de cercle principal (6). 

a) Montrer que la droite (MN) reste tange.te à l'éllipse (E) lorsque 
M décrit le cercle ( ©). 

b) Construire le point de contact T de (E) et la droite (MN). 

c) Déterminer les positions du point M sur le cercle ( 6) pour lesquelles 
(MN) est tangente à l'éllipse (E) en l'un de ses sommets. 
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l/aa x x-2est dérivable et strictement positive sur ] — 2;+00[ 
— f: x — Log(x + 2) est dérivable sur ] — 2; +f. 


& Vx e] - Zee P) = l > 0 


D'où le taleau de variation de f 


: lim f = —o - lim f = + 
2^ +00 
2 2 
td drs Log l+ 
b- lim fO) dig, peus (og ( ZA )-0 


X00 X00 X00 


Donc la courbe de f posséde une branche parabolique infinie de 
direction l'axe des abscisses au voisinage de +00. 


x=-2 


ni m x+2-2 4 — ji 
l na x+2 im S (1-2 + jé 
= [x - 2Log(x + 2)]" 
= m+ 1 - 2Log(m +2). 


a PÓÁÓTTR 
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b- An = f 'IfGoldx = [6x 
L car pour -2 &x*-Lona f(x) € f(-1) —0) 
= IR Log(x + 2) dx 
u'(x)-1 — u(x) = x 
ST m (x)= — 
v(x) og(x + 2) v'(x) 3 
— ns c m X 
[xLog(x +2)]" -f o 
= mLog(m +2) - m- 1 + 2Log(m +2) 
= (m TL 2)Log(m + 2) - Lm + 1). 


c- lim Am =lim [(m + 22Log(m +L 2) - (m * 1)] 


m2-2* m2-2* 
( On pose X=m+2 ; m > -2' alors X> 0* ) 
-lim [XLogX - (X - 1)] 
X-0* 
=]. 

3/ f(x) = x e f(x)-x = 0. ; 
Soit la fonction h :] — 1;o[— IR;x — h(x) = f(x) - x 
Ainsi f(x) = x €» h(x) = 0. 

h est dérivable sur ] — 1;4oo[ et Vx €] — 1:+æ[ on a 
h'(x) = f(x)-1 = =x] 


-1 = === <0 
D’où le tableau de variation de h 


x+2 x+2 


+ Lim h =Lim [Log(x(1+2))-x] 


X—+00 
2 
Ainsi h est strictement décroissante sur ] — 1;+c0[ 
= h réalise une bijection de] — 1; tool dans ] — oo, 1[» 0 
— l'équation h(x) = 0 possède une seule solution a dans ] — 1; +|. 
h(1,1) = 1nG,1) -1,1 = 0,031 > 0 
h(1,2) = In(3,2) - 1,02 = —0,036 < 0 
= 1,1 <a < 1,2. 


T A— 
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4/a- «us = 5 > 1,2 > a => la proposition est vraie pour n = O. 
x Soit p un entier . Supposons que up > à ; montrons 
que up, > a en effet 


L 
up > & €» f(u,) > f(a) = a = upu > 0. 
Conclusion :Vn € IN; un > a. 


b- Vn € IN; un — Un = f(ur) —u, = h(u,) 
Or Vn € IN;u, > a => Vn e IN;h(u) < h(a) = 0 
( car h est décroissante sur ] — 1;--oo[ ) 
=> Vn e [N; Un < us 
Par suite (un ) est décroissante. 


(un) est décroissante sur IN 
MP S = (un) converge 
(un) est minorée par a sur IN 


Posons L la limite de la suite (un ). 
Unr = FC s 
P. (ua) => L est solution de f(x) = x ; 
f est continue en L 


= L= a ( car a est l'unique soluion de f(x) = x) 


1/a- affff(C)] = ra = l-i -g= aff(B) 


=> f(C) = 
b- Soit MS € bon e [lle Z 1. 
1 
Le 
ZLZ = 
aff[f(M)] = ee D - RD) 0) 
=> f(M) = 
Ww z(z-1) 
2/ M(z) est un point invariant de f — f(M) = M = nr ez 


Nr 
z-]1 z— i 


Z 0ouZ =Z zelR 
c» M(z) appartient à l'axe des abscisses (x'ox). 


3/a- A(1) et B(-1) = (AB) est l'axe des abscisses 
Ainsi M: = San) [M(z)] — aff(Mi) = Z 


CE E o n 
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Pose Se _z2-1-77+Z. 3-7 
= MıM' z-1 z-1 z-1 

x “2-1 

Z Z-Z 
D'où MM Sorel onn. Ze wa aAA 

AMI z-1l  (z-1)Z-D  z-1/ 
Z-—3 ; 
MiM' z-z —211m(z) s 
PT S E S € (R) 
Za jz- 1p? lz- 1p? 


uu irre: 
=> les vecteurs MiM' et AM; sont orthogonaux. 


b- Soit M(z) un point du plan privé de (AB) et de Go; 
M +M car M é (AB) 


M' < B car M é Co) 
Z-z 
MiM | z-l . Zz-z 1 ) 
1 z— 
Um. ERE. ed op 
AE y z-1 2.Z- 


— T 1 7 — 2 
z—41 zž-z+z-l zz-1 SHE cima 
+  — 


=> les vecteurs MıM' et BM’ sont orthogonaux. 


rr uA 
€- - MiM et AMi sont orthogonaux 
= M appartient à la droite perpendiculaire à (AM; ) en Mi. 
—— => 
+ MiM' et BM' sont orthogonaux 
— M' appartient à au cercle de diametre [MiB] 
D’où la construction de M? pour M un point du plan. 


a aa 
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P = Sr(M) 
M varie sur (©) 


D1- 


| >P varie sur (‘61 )-Sr (( 6)) qui est le cercle 


de centre O'-Sr(O) et de rayon R. 


F=P*M —3À 1 
=> Fo = = MN 


2-a) : 
o—=PxN 


1 y emi eme a 
e» Fo = ÍMNet (MN, Fa) = 0 [2x]. 
+ D'une part par MN-J-MP-MF car MN-MP et F = P« M 
= Pa < MP (1) 
P ud mur Er sau p cona 
v * (FM. FG) - (FM; MN) + (MN, Fo) [2x] 
prosa EN e x 
T+ (VE. MN [n] = n+ E Dx] - 
LD) () 
Ainsi (1) et (2) — o est l'image de M par la rotation de centre F 
et d'angle a. 


lll 


Gi Le 
M varie sur (©) 


le cercle de centre O"—r(g 2) (O) et de rayon R. 


I = 
v onam 


b) => Q varie sur Có rre a (C00) qui est 


3- 
F-MxP 


NEN OSEE M CMS E LAE E 
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E a M NN cla ri Oe 


, (FM Fi) = (FM, PM) + (PM.PN) + (2:858) [2x] 
OSEO [21] mec [2x] 
x FI-/MF? - MI car MFI est un triangle rectangle en M. 


= J2MF? car MF-4.MP - MN = MI. 
= J2MF 
mS ce 
Ainsi (FM) = A [2x] et FI = /2 MF donnent que I est 


l'image de M par la similitude directe de centre F, de rapport V2 et 
d'angle EL 


ji 


4-a) te MEN = MN = MN _=2 ar MN = MP 
MF  lwp 


— — 
b) Comme a est une mesure de l'angle (FM. FN) tel 
que a € HE zi alors a est la mesure principale de (FM, FN) 


— a = -MFN car de [FM) vers [FN) on parcourt le sens négatif 
de l'orientation 


ann ann 
siis te[ -MEN | = MEN = 2 
e la fonction tangente tg réalise une bijection de pE z[ sur IR 
ket T 
(car tg est dérivable sur ] 252 [ et 
Vx € J: zj; (tgx) = = 1] +tg?x > 0 — tg est strictement 


croissante sur L. z[ ) 


2*2 
D'où 
tga = -2  a=arctg(-2) avec arctg la bijection réciproque de tg) 
Ainsi quand M varie sur ( 6); a—arctg(—2) qui est un réel fixe 
A.J 
dans ] 273 [ 
c) Q EN = JMF? + MN? = MF? + QMP)? = JS MF 
y mu Rer. 
e (FIN) =a [21] 
D'oü N est l'image de M par la similitude directe S de centre F, 
de rapport /5 et d'angle a. 
d) N-S(M) et M varie sur ( €) 
=> N varie sur ( €») =S((©)) le cercle de centre O1 = S(O) et de 
rayon 4/5 R. 
NE E as ——— c ———— — 
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ID1- G = Sun) (F) de plus (FM) 1 (MN) 
>M=F*G. 
M=F*G 
O-FxF' 
€» F'G-2MO-2R c» G appartient au cercle (&) 
de centre F' et de rayon 2R. 


2-a) (FM)L(MN) = M est le projeté orthogonal du foyer F sur (MN) 
De plus M appartient au cercle principal ( 2) de (E). 


h 
— (MN) est une tangente à (E). 


= Mo-lrcG 


b) 
-Tappartientà (MN) (c’est évident ) 
-F'T-TG-F'T L TF. (car Te (MN) qui est la médiatrice de [FT]) 
=2R (car Teàl'éllipse (E) qui est de grand axe 2R ) 
—F'G (d'aprés II-1)) 
> T e [F'G]. 
Bilan T est le point d’intersection de (MN) et [F'G]. 


c) (MN) est une tangente au sommet de (E) 
€» (MN) // (FF') ou (MN) 1 (FF) 
E (MN) // (FF) et déjà (MF) 1 (MN) 
= (MF) ı (FF) 
signifie que M appartient à D; la Seal à (FF) en F 
Ainsi M € (6) N D: 
E (MN) 1 (FF) et déjà (MF) L (MN) 
= (MF)//(FF)& M e (FF). 
D'où M e (6) n (FF). 
Conclusion : 
M est un point de (@) (FF) ou de Len N Di. 


"EN NEMORE 
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D ap at 


BAC 100% SESION PRINCIPALE 


Dans l'ensemble C des nombres complexes on considère l'équation 
Ea : z? + (3 - d')z + Zi(1 +d?) = 0 où d est un nombre complexe 
donné de module 2. 


l/a- Vérifier que 21 est une solution de Ea. 
b- Résoudre alors l'équation Ea. 

2/ Dans le plan complexe rapporté à un repére siena direct (0, U. v) 
on considère les points A,B,M,N d'affixes respectives 21, -1; -i+d; -i-d. 
a- Calculer MN et déterminer le milieu de [MN]. 


b- En déduire que lorsque d varie, les points M et N appartiennent 
à un cercle fixe que l'on précisera. 

c- Dans le cas où AMN est un triangle, montrer que O est le centre 
de gravité du triangle AMN. 


d- En déduire les valeurs de d pour les quelles le triangle AMN est 
isocèle de sommet principal A. 


| EXERCICE 2 | 


Ves IN " | 
ABC un triangle rectangle en C tel que (CA, CE) " [2x] et soit 
r une rotation de centre A et d'angle Le Soient D=r(C) et E=r7"(B). 


On désigne par I le milieu du segment [CD]. 
1/a- Montrer qu'il existe un unique déplacement f tel que f(A) = D et 
f(C) = A 
b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f. 
2/ Soit g = for. 
a- Montrer que g est une translation. 
b- Soit F = g(E). Montrer que f(B) = F et en déduire la nature 
du triangle BIF. 
c- Montrer que les points C,A et F sont alignés. 
3/ Soit G—tz (1) où tz désigne la translation de vecteur AD. 
a- Montrer qu'il existe un unique antidéplacement ọ tel que E(C) = D 
et o(I) = G 
b- Montrer que ọ est une glissante dont on précisera le vecteur et l'axe. 
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PROBLEME 


LU Soit h la fonction définie sur ]0, +œ[ par : h(x) = x — Logx. 
a- Etudier les varations de h. 
b- En déduire que pour tout x de ]0,+c0[ on a: h(x) > 1. 
2/ Soit f la fonction définie sur [0;+00[ par: 


f(0) = 0 et f(x) = TUN six » 0. 


a- Montrer que f est continue sur [0; +|. 
b- La fonction f est-elle dérivable à droite en 0 ? 


H- Soit la fonction définie sur [0; -oo[ par : F(x) = f 9 f(t)dt. 
1/a- Montrer que F est dérivable sur [0; -oo[. 
l 1y _ Log2 - Logx 
b- Montrer que pour tout x de ]0; teol. F'(x) = "ROGO 
et que F'(0) = 0. . 
2/ Montrer que pour tout x de ]0;+cof, f 2 Lat = Log2. 
3/ Montrer que pour tout x de [1;+00[;0< F(x) - Log2 < hu 


En déduire lim F(x). 


X00 
4/a- Montrer que F(1.) € Log2. 


b- Montrer alors qu'il existe un réel a de [i 1 ] tel que F(a) = Log2. 


S/a- Dresser le tableau de variations de F. 
b- Donner l'allure de la courbe représentative de F dans un repère 


(0.2.1) (on donne F(1) = 0,9 et F(2) = 1,1) 


HI- Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul. 


e E 1 
1/ Soit la suite (v4) définie sur IN* par : vn = IS t G dt. 


a- Montrer que pour tout t de ]0, +f; Solon <t 


b- Montrer que la suite (v4) est croissante . 
c- En déduire que la suite (vn) converge et que O clim va € zx 


n +00 


2/ Soit la suite (wn ) définie sur IN* par: Wa = f dt. 


1 t— Logt 
a- Montrer que pour tout t de aal < 1+Logt. 


En déduire que pour tout n de IN*;w, € nLogn. 


——————————-————À— —————— M Á€ 
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b- Calculer Í T l+ Lost Jar puis montrer que pour tout entier 
naturel n tel que n > 5, n < wn < nLogn. 
c- En déduire lim w,. 


noo 


UNE CORRECTION POSSIBLE 


l/a- (2i)? + (3 - d?)(21) + Zi(1 + d?) 
= —814 61 — 2id? + 2i + 2id? 
= 0 => 2i est une solution de Ea. 


b- Soit le polynome fa(z) = z? (3 - d?)z + Zi(1 + d?) 
21 est une solution de E4 € 21 est une solution de fa(z) = 0 
> il existe (a,b, c) e C? / 
+ fa(z) = (z — 2i)(az? + bz + c); Vz € C 
e fa(z) = az? + bz? + zc - 2iaz? - 2ibz — 2ic; Yz e C 
© fa(z) = az? + (—2ia + b)Z? + (-2ib + c)z - 2i; Vz e C 


a-l 
. a-1 
-2ia-b = 0 ; 
e | b = 21 
—2ib+c = 3-d? 
| | c--1-d? 
—2ic = 2i(1 d?) 


Ainsi fa(z) = (z - 2i)(Z + 2iz- 1 - d?); Vz e C. 


Ea : z? + ( - d?)z + 2i(1 +d?) = 0 e fa(z) = 0 
c z-2i-0 ou z2+2iz-l-d2=0 | (A'«()?- (-1-d?)-d? ) 
€»z-22i ouz--i-dou z=-1+4. 
Conclusion : les solutions de Ea sont : 2i, —1 + d et —i — d. 
2/a- MN=-i-d+1i-d}= |-2d|- 2ļdļ= 4 car Id}= 2. 
+ aff(M * N) = ++ id = — = aff(B) 
>B=M*N 
b- MN=4 et B=M*N donnent BM=BN=2 
signifie que M et N sont sur le cercle de centre B et de rayon 2. 
c- Soit G le centre de gravité de AMN. On a donc 
AG + MG + NG = 0 aff( AG + MG + NG) = aff(G) 
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€» aff(G) — Zi + aff(G) + 1— d+aff(G) +i+d = 0 
€» 3aff(G) = 0 e» aff(G) = 0 =G = Q. 
d- AMN est isocèle de sommet principal A 
€» (AO) = méd[MN] = OA LMN (car ona dea Ie (OA)) 
RN Cdp 


€» — ÀÀ—— E est imaginaire pur e ED x est un imaginaire pur 


1/a- r(C) =D 
— AC = AD +0 


5 Il existe un seul déplacement f tel 
que f(A) = D et f(C) = A 
: b- f(A) = Detf(C) = A donnent 


—— 
—» —> 
que (CA, AD) l’angle de f. 


—M—— —M—M 
(CA Ap) EU (ACAD) 2n 


= TL 3 [2n] = E [21] 


Ainsi f est une rotation d'angle x 


+ Désignons par Q le centre de f. 
f(A) = D et f(C) = A donnent Q est dans méd[AD] et medi AC 


y seen 
Or r(C) = D signifie que AC-AD et (AG A5) = y [2n] 


alors ACD est un triangle rectangle en A. 
et comme I-D + C alors ID = IC = IA 
=> I € méd[AD] N medi AC 
Par suite I=Q. 
Enfin : f est la rotation de centre I et d'angle eos 


2/a- f est un déplacement d'angle = et r un déplacement d'angle 5 
donc g = fo r est un déplacement d'angle 0. 


d’où g est une translation. 


LS ————Á— €————À € ÓÓ 
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b- F = g(E) e F = f[r(E)] 
<>F = f(B) (car E-r ! (B) & r(E) = B) 


PSS UI NDS a O 
c- (CA, AF) - (CA CB) + (CB; Ar) [2x] 
2: + oc [2x] | carf(C) = Aetf(B) = F 
=0 [m] 
D'où C.A et F sont alignés. 


> —9 
3/a- GaU e GI = AD & IGDA est un parallélogramme 
D'oà GD-AI 
Or AI-IC donc CI-DG« 0 
CI=DG# 0 $ il existe un seul antidéplacement ọ tel que ọ(C) = D 
et o(I) = G. 


b- ọ est un antidéplacement donc Q est soit une symétrie axiale 
soit une symétrie glissante. 
Supposons que ọ est une symétrie axiale d'axe une droite D’ 
Comme p(C) = D alors D’ est la médiatrice du segment [CD] 
et puisque I appartient à la médiatrice du [CD] donc nD = I ce 
qui est impossible car Q(I) = G. 
Par suite notre supposition est fausse et nécéssairement (0 est une 
symétrie glissante. 
Désignons par A l'axe de ọ et par T son vecteur. 
Done Q = t} ° SA = Sa ° tẹ. 
(C) - D S C*D-IeA. 
- mD < G e (tege SAI) =G eUD 2G arles 

eu -IG 

On sait que U = IG est un veceur directeur de À et comme de plus 
elle contient I donc À = (IG). 


I-1/a- h est dérivable sur ]0,-+o[ ( somme de deux fonctions dérivables) 
Vx > O;h'(x) =1-1 = x-l 
Ainsi sig(h'(x)) = sig(x — 1) pout tout x > 0. 
D'où le tableau de variation de h 


INTE Ec S 
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LS 


-lim h -lim (x - Logx) = oo 


0* x20* 
lim h =lim (x — Logx) =lim [xQ EN x21 = 
+00 Xdo0 X00 


b- D'après le tableau de variation de h on a 1 est le minimum absolue 
de h donc pour tout x de ]0, -oo[ on a: h(x) > 1. 


2/a- + La fonction (x — x — Logx) est continue sur 10. raol 
de plus Vx > 0,x - Logx > 1 donc Vx > 0,x — Logx + 0 


Z f 1 . 
par suite f : x — PET est continue sur 10. oo. 
. li =li + = — 1 
hm f(x) pm XC 0 = f(0) = Test continue en O. 


Conclusion : f est continue sur [0; +f. 


b- lim f(x) - f(0) SaL gano 
0 eo Xx-Logx) xot x?-xLogx 


D'une part lim x?-xLogx )-o et d'autre part Vx>0, x-Logx 71 
—Á—/ 


x20* 


x20* 


donc Vx > 0,x(x — Logx) > 0 par suite lim 160 D 
x20* E 


D'où f n'est pas dérivable à droite en O. 
D- l 
1/a- La fonction f est continue sur [0;-+c0[ donc elle possède des 
primitives sur [0;-roo[ désignons par y une des primitives de f. 
Ainsi pour tout x de ]0; 4oo[, F(x) = j^ f(t)dt = v(2x) — y(x). 
la fonction qui à x — 2x est dérivable sur [0; --oo[ 
y est dérivable sur [0;+c[ ( car v est une primitive de f ) 
Vx > Oona2x e [0;+00[ 
— la fonction qui à x — w(2x) est dérivable sur [0; +oo[ 
D'où F : x — v(2x) — y(x) est dérivable sur [0; +o]. 


mx ———Á———————— MÁÓQÓE 
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b- Pour tout x de [0;+ool, 

F'(x) = Qx)' v'(2x) — w'(x) = 2f(2x) - f(x). 

Ainsi xVx > O;F'(x) = 2f(2x) - f(x) 
2 


" E S 
"hOx) h) He 
. 2h(x) -h2x) 2x - 2Logx - 2x + Log2x 
|». hQx)h(x) h(2x)h(x) 
_ Log2 - Logx 

h(2x)h(x) 


+ F'(0)-2f(2 x 0) — #(0) = f(0) = 0. 


2/ Pour tout x de J0; eo[, [^ la = [Logt]? = Log2x — Logx 
= Log| 2X | = Log2. 


3/ Pour tout x de [1; +œ[, F(x) - Log2 = [7 f(t)dt — E Lat 


(5 l (2x Logt 
-f («o - L)a = f rompe 


-Vx>lona:l1l<x<2x et 
. Logt 
x Vt € [x,2x]; (Lon 
2x  Logt d 
x t(t-Logt) ` 
x Vt € [x, 2x]; h(x) < h(t) (car h est croissante sur [1;-Foo[ ) 


= F(x) - Log2 = | 


ED ho 
aussi Vt € [x, 2x], Logt < Log2x 
TE 
par suite < = m x L 
ce qui donne L dois d < R n x la 
e» F(x) - Log2 < mE [la 
€» F(x)-Log2 € Eo Log2 € cr xl carLog2-z1 
d’où F(x) - Log2 < 153 | 
Conclusion : Vx > 1 ona: 0 € F(x) - Log2 € e ; 


ao ira aaa aa — M 
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Log2 -L 
| Log2x S PER DB 
comme de plus lim -lim —2% — 
x h(x) | xæ x — Logx 
X 
Log2  Logx 
-lim —————X— -90 


x | ..Logx 
X 


Donc lim [F(x)-Log2]-0 signifie que lim F(x)-Log2. 
X00 x>+0 


4/a- Vt € [14 ];Logt «0o VL e [15 ];-Logt 20 


V d. - P V +. TP — 
c» te yd ;t Logt te te 51 ToL r$ t 


TE EEE beds C 
>f, cba cd = Log2 


e (1) < Log2. 


b- Soit la fonction H(x) = F(x) — Log2. 


H est continue sur [4 1 ] car F est continue sur E 1 ] 


2 U 
TR. incus r 
H( 2 ) F( 2 ) Log2 <0 d'apres II/4/a 
H(1) = F(1) - Log2 > 0 d’après II/3/ 


D'où, d'prés le théorème de valeur intermédiaire, il existe un réel | 
Ju s 

a de [ Li] tel que H(a) = 0 

Signifie qu'il existe un réel a de [i 1 ] tel que F(a) = Log2. 


S/a- On a: Vx de ]0;,+00[, F'(x) = CS 
=> Sig(F'(x)) = Sig(Log2 — Logx); Vx e ]0; *oo[ 
(car ona Vt > O;h(t) 2 1) 
De cela on peut dresser le tableau de vriation de F 


"EX —— 
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b- 2 
€ F'(0)-0 = La courbe de F 
posséde une demi-tangente 
horizontale en son point 
d'abscisse 0 
@ F'(2)=0 = La courbe de F 


possède une tangente horizontale en son point d’abscisse 2. 
& lim F(x)-Log2 <la droite d'équation y = Log2 est une asymptote 


X--o0 
horizontale à la courbe de F au voisinage de +00, 
TTL 
1/a- Soitt e]0,+o0[ on a : 
h(t) = t- Logt > 1 
d —t— < 
vh t - Logt sre t - Logt ES i 


b- Soit ne IN*; 


BW 2t S circi 
Deoa l Taer l Lou” 
EL t d= ati 
Ja DENTES ciu — Logt i: s — Logt ot 
Ona:n+l>ne — <i 
1 1 t 
Deplus vt e [ L7. 1 raan 


ES 
D'où |” ear > signifie Ue Yau — Vn 20 
je Logt idis 


par suite (v, ) est croissante. 


c- Pour tout t de JO, az € t et ona Vn e IN* d < 1 


m TE 
* t 
Donc Vn € IN ficat L L dt 
> vneIN'v Sl el SEE 
l s ] 


D'autre part Vn € IN* c; signifie que Vn € IN*, À 2 2 <5 


Par suite Vn € IN*,v, < + 


Ce qui permet de dire que (vn) est majorée . 
et comme de plus que (v; ) est croissante sur IN* alors (vn ) est 


convergente . 


"RC ——————————Á HÀ 
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Vn € IN*, YL e Let] ig > U 


= Vn e IN v, = fi x ici 
Ainsi Vn e INO «v, < e par suite O <lim v; < + 
n—>+00 


2/a- Pour tout t de [1; +f; 
: _ t—(1 + Logt)(t - Logt) 
(1 + Logt) = E on e 
| t-t- Logt- tLogt + (Logt)? 
E t — Logt 
. Logt[l -t+Logt]  Logt[l — (t — Logt)] 
i t - Logt B t — Logt 
_ Logt[1 — h(t)] aes: 
= a Lot € 0 car Vt e [1;+o0o[;h(t) > 1. 


j > qeu 
Enfin Vt > 1; Los < 1 + Lost. 


* ; t 
* Vn e IN n dd Logi 
del (1 + Logt)dt 


t 
t — Logt 


< 1 * Logt 
' — Vn e IN wa |, FLOR 
u’(t)=1 ^  ut)-t 
v(t)=l+Logt + v()-l 
e Vn e IN* ; wn < [t(1 + Logt)]? — K 1dt 
c Vn e€ IN* ; wn <n+nlogn-]-n:1l 
€» Vn € IN* ; wn € nLogn. 


b- f'(i + RL la = f'(a + LLogt)d 


z [t+ log! | = n + + (Logn)? - 1. 


XVL Z 1 
1 Logt t . t(t— Logt) + Logt(t- Logt) - t? 
t  t-Log t(t — Logt) 
_ (Log) . 
~ tt-Logt) 7 
TORE a t 
D'où Vt» 1,1 + EE Lost 
l Logt 
par suite Vn € - (1+ a Jesi pon = Wn 


c» Vn € IN*;n+ lom. 1 Z Wa 


D'autre part: n Z 5 e E > Log5 


—————— OO -s— 
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= 1 (Logn)? > + (Logs)” 
e + (Log) -1 à L(ns)?-1 = 0,295 


D'où 1 (Logn)? -1> 0 & n+ L (Logn)? -1 >n 
Et comme wn > n + 1 (Logn)? — L donc w, > n. 


Conclusion : Vn € IN tel quen > 3 onan < w, < nLogn. 


Yn EIN/n>Sona:n<w, 
. —lim w, = +00. 
lim (n) = +c aio 


n-oo 


5 à nc 
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On considère dans C l’équation (E) suivante : 
(E) : z2 - 2(43 +i)z?+4(1 +i/3 )z- 8i = 0 
1/a- Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure que l’on 
déterminera. 
b- Résoudre (E) dans C. 
c- Donner la forme exponentielle de chaque solution de (E). 
2/ Soit 0 un réel et Eo l'équation : 
(Eo) : z? - 2e (43 4 » 4 4e?* (1 + iJ3)z — 8ie?i9 = 0 
a- Démontrer que : (ze?) est solution de (E) si et seulement si z est 
solution de (Ee). 
b- En déduire les solutions de (Ex) suivante : 
24«2(43 +i)z2+4(1+i93 )z+8i= 0. 
3/ Représenter dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct 
(0,8, V) les images des solutions des équations (E) et (E-) et vérifier 
qu'elles sont les sommets d'un polygone régulier. 


Une ume U, contient 4 boules blanches et 2 boules noires et une ume U2 
contient 3 boules blanches et trois boules noires. Toutes les boules sont 
indiscernables au toucher. Une épreuve consiste à tirer une boules de 
Purne U; que l'on met dans U: puis on tire une boule de U2 que l'on 
met dans U:. Soient AB et C les événement suivants : 
A:« à l'issue de l'épreuve la boule tirée de U; est blanche et la deuxième 
boule tirée de U» est blanche ». 
B:« à l'issue de l'épreuve la boule tirée de U est noire et la deuxième 
boule tirée de U» est noire ». 
C:« à l'issue de l'épreuve les deux urnes U et U2 se retrouvent chacune 
avec la configuration de départ, c'est à dire que lurne U; contient 
4 boules blanches et 2 boules noires et une ume U»contient 3 boules 
blanches et trois boules noires ». 
1/a- Calculer p(À) et p(B). 
b- Montrer que p(C) = 


MIE 
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2/ On répète l’épreuve précédente 4 fois en remettant les urnes 
dans leurs états initiales avant chaque répétition . On désigne 
par X l’aléa numérique qui prend pour valeurs : 

x 0 si l'événement C n'est pas réalisé au cours des 4 épreuves 
x k si l'événement C est réalisé pour la première fois à la Kième 
épreuve (0 « k < 4). 
a- Déterminer la loi de probabilité de X. 
b- Calculer l'espérance mathématique de X. 


PROBLEME | 
£ 


l l | EL UN " 
Soit ABCD un carré de coté 8 cm tel que (AB,AD) ^ [2r] et 


soit O son centre. On désigne par I et J les milieux repectifs de [OB] et 
[BC] et par E le symétrique de O par rapport à (BC). Soit Q le point 
d'intersection des droites (AE) et (BC). 


I ]1/a- Montrer qu'il existe un unique déplacement f tel que f(A) = C et 
f(O) - E. 
b- Montrer que f est la rotation de centre B et d'angle (-£). 


€- Soit K — f(I). Montrer que K est le milieu de [BE] et en déduire 
que les points O, Q et K sont alignés. 
2/ Soit g l'antidéplacement tel que g(A) = C etg(O) = E. 
Montrer que g est une symétrie glissante d'axe (OE) et de vecteur OÉ 
3/ Soit h l'homothétie de centre A et de rapport 1 etsoit Q9 = hog. 


a- Montrer que 0 est une similitude indirecte dont on précisera le 
rapport. 

b- Montrer que ọ » ọ est une homothétie. 

c- Déterminer h(C), h(E) et montrer que (9 ° 9)(AÀ) = I. 

d- Déterminer le centre de q » +. 

II] Soit H un point (dd śégmént [AB}) de la droite (AB) tel que HB. 
La médiatrice de [HC] coupe (BC) en N. On désigne par M le 
symétrique de N par rapport à (HC). 

1/a- Montrer que le quadrilatère HMCN est un losange. 
b- En déduire que lorsque H varie sur (AB)\{B}, le point M varie 
sur la parabole de foyer C et de directrice (AB). 
c- Montrer que D appartient à Fèt déterminer la tangente à "en D. 
2/ La bissectrice intérieure de [CA, CB] coupe (AB) en L. 
La perpendiculaire à (AB) en L coupe (AC) en G. 
Montrer que G est un point de 27 
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3/ On désigne par C’ et D’ les images respectives de C et D par la 


rotation f de centre B et d'angle (-£). 


a- Montrer que lorsque M varie sur la parabole son image M’ par 
la rotation f varie sur une parabole 2^ dont on précisera le foyer et 
la directrice. | 

b- Montrer que D’ est un point commun à Pèt à Zet que ces deux 
paraboles admettent en D' une tangente commune qu'on précisera. 


UNE CORRECTION POSSIBLE 
TEXERCICE 1 | 


1/a- Soit a un réel. 


(ia) est solution de (E) 
e» (ia)? - 2(43 i) o)? « 4(1«i/3)0) - 8i = 0 
c» ia? + 20243 + 2ia? + 4ia — 4a /3 — 8i = 0 
= (2023 E 4a43 ) *i(-o? +20? + da - 8) = 0 


ee uc 
— c 


—0? + 20? + 4a — 8—0 —a? + 20? + 4a — 8-0 


a = Ooua=2 
= < a = 2 car seul 2 
a + 2a? + 4a — 8-0 


vérifie la seconde équation 
Conclusion : 21 est la solution imaginaire pure de (E). 
b- Soit le polynome f(z) = 2 - 2(43 +i)z2+4(1+i93 )z-8i 
2i est solution de f(z) = 0 
€» 3(a,b,c) € C? tels que f(z)-(z - 2Zi)(az? + bz L c); Vze C 
Or f(z) = (z-2i)(az? +bz+c),Vz e C 
f(z) = az? + bz? + zc - 2iaz? - 2ibz - 2ic; Vz e C 
f(z) = az? + (—2ia + b)z? + (-2ib + c)z — 2ic; Yz e C 


a = l 
a = l 
—Dia+b = -2(43 +i 
^7 ai id E ml er 
-21b + c = +1 
c=4 
—2ic = -8&i 


Ainsi f(z) = (z-2i) (2 -2/3z« 4); Vz e C 
Par suite (E) f(z) = 0 & (z-2i)(z2-2/3z+4) - 0 
€»z-2i ou z2-2/3z+4-0 
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(A = (43) -4 = -1 = (Y?) 
& z = 2i ouz = 43 -i ou z= 3 +i 

Conclusion : S? = Qi; J/3 -i, 3 +i} 
S 8i ia. 140 = -2 cos Æ + isin £ ) = = 2eit, 
BAT T 2i = 2e!$ 

2/a- (ze79) est solution de (E) 

€» ze _ 2(43 *i)zie?? + 4(1 4 i43 )ze^* -0 81 < 0 

= G - 2e (43 * i)z? + 4c% (1 + i43 )z - Sie? ] = -0 

<z- 2e ( 43 + i)z? + 4e? (1 + i43)z - 8ie?9 = 0 

«€» Z est solution de (Eo). 


b- D'aprés la question précédente, on peut dire que : 
z est solution de (E4) & (z e^" )est solution de (E) 


€ -z = 2i ou -z = Rise JS -i 
(car 2i, 43 +i, et /3 — i sont les solutions de (E)) 
= z = -2i ou z = -(3 +i) ou z = -(43 - i) 
Conclusion : sE» = (22i ;-(43 4i), -(43 - i) } 
3/ Les solutions des équations (E) et (Ex) sont :2i, #3 +i, 43 - i, 
—2i, -(43 + i) et -(43 m i). J'appelle A, B, C, D,E et F les points 
du plan d'affixes respectives Ÿ3 +i, 2i, -(43 — i) ,-(Q3 +ì), -2i 


et J3 - i. 

Explication de la construction de A : 
aff(A) = 2e! 
laff(A )- 2 


arg(aff(A)) = -[2n] 


OA = 2 
=> 
T = JK 
(Y.051 = Ep] 
A eLa (cercle de centre O et de rayon 2 ) 
= 


ST 
A € [Ot1)\{0} tel que (2.01) = Ep] 


SAE [boz N [Oti 40) ] 
* Les autre points leurs construction s'explique de la même manière 
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Vérifions que ABCDEF est un exagone régulier 
AB=2i- 3 -i| = [+45 «i| JDI =2 
BC-|- 3 «i-2i| = |-43 - i| -2 
Aussi CD-DE-EF-2 
D'oà ABCDEF est un éxagone régulier. 


La deuxième étape: on tire une boule de U: et on le met dans U; 


m 1 Pi 


première étape: on tire une boule de U, et on le met dans U2 


lla- cas favorable réalisant A probabolité 


boule de U; | boule de U2 
44- 
e O ir 71 


= p(A) = À. 


cas favorable réalisant B probabolité 


boule de U; | boule de U2 


= p(B) = 5. 


4 -4 
foy 2 


ab 


b- C se réalise si et seulement si les deux urnes retrouvent leurs 
états initiales après l’épreuve. 
Donc C se réalise si et seulement si la boule tirée de U2 est 
de méme nature que celle tirée de U1. 
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D'où C-AUB et comme de plus A NB = f 
par suite p(C) = p(A) +p(B) = «4-4 


21 7: 


2/ Désignons par Q l'univers de l'epreuve de la deuxième question 


On a X(Q) = 40,1,2,3,4}. 


cas favorable réalisant (X = 0) 


probabilité 


odre du répétition 1/2131|4 
événement convenable | C | CICIC 


(1-4) 


4 
= p(X-0)-37 


cas favorable réalisant (X = 1) 


probabilité | 


odre du répétition | 112 


événement convenable | C 


= BUD 


( Avec - : toute resultat est accéptable ) 


cas favorable réalisant (X = 2) 


probabilité 


odre du répétition l 
événement convenable | Č 


EIC 3 4 
IBBIEZE. 


= px-2)-17 


cas favorable réalisant (X — 3) probabilité | 
odre du répétition 112 | 3/4 
DU 2 
événement convenable | C | C | Ci. 3; x 4 
= p(X=3)=23$ 


cas favorable réalisant (X = 4) 


probabilité 


odre du répétition 1)2/|3/|4 
événement convenable | C TC 1 C C 
= p(X-4)- 12. 


D'où le tableau de loi de probabilité de X 
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x olıl2 | 3] 4 
81 | 4} 12 | 36 | 108 

7172173 | 74 


-0x 8L 4 12 36 108 
b- E(X) = 0x 74 +1x 7 +2%x "E +3 x 75 +4%x 24 


Pi 


I ]1/a- - ABCD est un carré de centre O — AO = BO. 
s E=S œo (0) — (CB) x med[EO] 
donc BO-BE 
Par suite AO = BE et AO + 0 


= il existe un unique déplacement f tel que f(A )=C et f(O)-E 


-= (ŒŒ) 2) 
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NCCCONGIJECIOET 
onc ; = d | T 
A NS 
= 2(C6,CB) [21] 


= 2% [2x] 


( car COB est diect rectangle en O puisque ABCD 
est carré direct de centre O ). 


— — 
Par suite (^9, CE) = =r+0+T 7 De) < a [2x] 


Ce qui donne que f est une i d'angle 2 et de centre 

le point B d'intersection de med[AC] = (DB) ( car f(A) = C) 
et med[OE] = (BC) ( car f(O) = E et E=S œœ (0) ). 
Conclusion : f est la rotation de centre B et d'angle E 


c Q I= Ox B e f(I) = f(O) + fB) carf conserve les milieux 
€»K-Ex*B  carf(O) = Eetf(B) = B 
B I= O x B => (EI) est la médiane de BEO issue de E. 
J-OxE => (JB) = (CB) est la médiane de BEO issue de B. 
D'où le point d'intersection de (EI) et (CB), est le centre 
de gravité du triangle BEO. 
U'E=Sæc(0) => (OE)1(BC) 
aussi (AB)1(BC) donc (OE) // (AB) (1) 
+ ABCD carré de centre O > (AO)1(BO) 
aussi (BO)1(BE) ( car E= =T(B, + z)(0) ) 
donc (AO) // (BE) (2). 
(1) et 2) — ABEO est un parallélogramme 
< I=OxB=AX%xE 
— (AE) = (IE) 
Donc :(EI) N (CB) = (AE) n (CB) = (0) 
Ce qui donne Q est le centre de gravité de OBE 
= Q € à la médiane (OK) issue de O 
=> Q,0 et K sont alignés. 
2/ g antidéplacement donc g est soit une symétrie orthogonal soit une 
symétrie glissante. 
Supposons que g est une symétrie orthogonal d’axe une droite A 
A = méd[AC] et aussi À = méd[OE] car g(A)=C et g(O)-E 
signifie que À = (BD) et A = (BC) ce qui est impossible 
Par suite notre supposition est fausse et g n'est autre qu’une symétrie 
glissante . Désignons par V le vecteur de g et A; son axe. 
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> g = tro Sa, = Sa ety. 
g(A)-C > 0=A*C €A] 
g(0) = E S (tze $4)(0) = E 
—> 
e tz(0) = E e ud = OE. 
Comme i? = OË est un vecteur directeur de A; alors g est la 
symétrie glissante d'axe (OE) et de vecteur OF. 
3/a-  gestunantidéplacement 
= g estune similitude indirecte de rapport 1. 
£ 
Y 
=> ọ = h o g est une similitude S de rapport 1. 


aussi h est une similitude directe de rapport 


b- ọ est une similitude indirecte de rapport +. Désignons par Q’ 


A 
sont centre et A' son axe. 


> 0 — h (o1) o SA! zz SA e hra A" 
Par suite Q» ọ = (h (2,4) ° Sa) o LS, o hco) ) 
= ho) ° hra A car S, oS, = Id; 
MC 
— I 172 
c- O O=A * C & AO = TAC €» h(C) = O. 
dB On a déja démontrer dans I/1/c-, que ABCD est un 
parallélogramme de centre I 
— 1-2 
—I-Ax*E«cAI- 4j AE > hŒ) = 
El (p°)(A) = qlheg(A)] 
= plh(C)] carg(A) = C 
= p[O] = heg(O) car h(C) = O 
= h(E) <L carg(O) = Eeth(E) - I 
Ainsi (Q» Q)(A) = I. 
d- d’après I/3b-, o » ọ est l'homothétie de centre Q” et de 


1 m or. lo 
rapport + de plus (@ ° Q)(A) = I donc Q'T = 49 A 


on: 7 ley l 3n LT 
signifie que OT = +9 1+ —IA e —OI - IA 
4 4 4 4 
7 LFR 
= AT < 314 
e oi- Ig car I-A * E. 


Or Q est le centre de gravité du triangle BEO et I-OxB donc 
QI = 3 El par suite OT = Ol signifie que Q = Q. 


Conclusion : le centre de ọ » o est le point Q. 
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Ii]1/a- + par hypothèse N € med(HC] donc NC-NH (3). 
+ par hypothèse M=S uc; (N) alors (HC) = med[MN] 
d’où HM-HN (4) et CM-CN (5) 
Par suite (3), (4) et (5) donnent NC-NH-HM-CM 
signifie que HMCN est un losange. 
b- HMCN est un losange — (MH) // (NC) 
Or (CN) = (CB) sui est 1 à (AB) 
on conclu que (MH) 1 (AB)enH  (carHe (AB)) 
d’où H est le projeté orthogonal de M sur (AB) 
par suite MH-d(M,(AB)) (la distance entre M et (AB) ) 
D'où MC -d(M,(AB)) car MC-MH 
signifie que M € {la parabole de foyer C et de 
directrice (AB). 
DA - DC 
c- ABCD cst un carré — A est le projeté orthogonal de D sur 
la directrice (AB) de $7? 
=> DC = AD = d(D,(AB)) 
> De 7 
A est le projeté orthogonal de D sur la directrice (AB) de £7? 
A la tangente à gèn D est la médiatrice de [AC] 
«€» la tangente à Zen D est la droite (DB). 
2/ » La perpendiculaire à (AB) en L coupe (AC) en G. 
= L est le projeté orthogonal de G sur (AB). 
= d(G,(AB)) = GL. 
K K (GL)L(AB) et (CB)L(AB) donnent (GL) // (BC) 
an ann 
= GLC = LCB 
( secteurs alternes internes ) 
an an 
Or LCB = LCG ( car [CL) est la biscectrice 
interieur de [CA, CB] ) 
PR an 
Par suite GLC = LCG d’où LCG est un triangle isocèle en G 
alors GL - CG 
=> d(G, (AB)) = CG 
> Geg 
3/a- Soit M un point de donc d(M, (AB)) = MC. 
Posons M’=f(M). 
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M = fM) 
KO-c |. { C'M' = CM 
fB) =B f(AB)) = (CB) 
f(A) = C 


Comme f est une rotation alors f conserve les distance et 
l'orthgonalité. Par suite d(M, (AB)) -d(f(M), f(AB)) 
— 


€» MC -d(M',(BC)) 
€» C'M' 2d(M', (BC)) 
«€» M eà la parabole ^de foyer C’ et de 
directrice (BC). 
b- -De 22 D' = f(D) e D’après II/3/a —. 
fD) = D’ 
f(C) = C’ 
(C) => l’image du carrée ABCD par la rotation 
f(B) = B 
fest le carré CBC'D' 
f(A) = C 
1 
D'C'-D'C et C’ est le projeté orthogonal 
de D’ sur (BC') D’C-d(D’,(BC')) 
——— 
— ——3À 
«CHKC) > (50.807) -cR [21] 
=> (BC) 1(BC/) 
D'autre part (BC) 1. (BA) par suite (BC^) // (BA) 
=> (BC) = (BA). 
Or on vient de montre que D'C-d(D', (BC^)) 
D'où D'C-d(D', (AB)) 
alors D’ e 97? 
& C’ est le projeté orthogonal de D’ sur (AB) la directrice de 27? 
— la méd[CC'] = (D'B) est la tangente à "en D’. 
€ C est le projeté orthogonal de D’ sur (BC) la directrice de 2^ 
= la méd[CC'] = (D'B) est la tangente à en D’. 
Q et D — Fèt Font méme tangente en D’. 


BAC 2003 SESSION DE CONTROLE 
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BAC 2004 SESSION PRINCIPALE 


| EXERCICE | (5 points) 


Dans le plan orienté, on considère un rectangle OABC tel que OA=2 OC et 


———— 
—À — | 
(OA, oc) = [27]. ( pour la figure, on prendra OA = 4 cm ). 


La médiatrice A du segment [OB] coupe la droite (OA) en I et la droite 
(OC) en L. Soit J le symétrique du point O par rapport au point I et J' le 
symétrique du point O par rapport à T. 
1/a- Montrer que les triangles OBJ et OBJ' sont rectangles en B. 
b- En déduire que les points B,J et J’ sont alignés. 
2/ Soit S la similitude directe telle que S(J) = O et S(O) = J'. 
a- Déterminer une mesure de l'angle de S. 
b- Montrer que le point B est le centre de la similitude S. 
c- Donner le rapport de la similitude S. 
3/ Soit c la similitude indirecte telle que c(J) = O et o(O) = J'. 
a- Donner le rapport de 6. 
b- En déduire que la similitude c admet un unique point invariant que 
l'on notera Q. 
c- Déterminer o » o(J) et en déduire que le point Q appartient à (JJ"). 
d- Construire le P Q ainsi que l'axe D de la similitude o. 


Soit a un nombre complexe non nul et E l'équation z? - 2z + 1 +a? = 

1/ Résoudre dans l'ensemble C des nombres complexes l'équation E. 

2/ Le plan complexe étant rapporté à un repére orthonormé direct (0, d, v). 
On considère les points A et B d'affixes respectives 1 + ia et 1 — ia. 
On pose a = a1 + iaz ; ai et a» réels. 
a- Montrer que les points O, A et B sont alignés si et seulement sia; = O. 
b- Mq les vecteurs OA et OB sont orthogonaux si et seulement si |a|-1 


3/ On suppose a = e'* où a €] — D 


a- Vérifier que Vx € IR; 14e*-2 cos( ž Je’? et 1-e'*——2i sin( X-)e? 
b- En déduire l'écriture sous forme exponentielle de chacun des nombres 


complexes 1 + ia et 1 — ia. 
c- Déterminer a pour que les points O, A et B forment un triangle isocèle 
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E 10 points ) 


A- On considère la fonction fı définie sur [—1,+c0[ par fi(x)-/1 + x e™ et on: 
désigne par C; sa courbe représentative dans un repère orthonormé ( O d. j 
1)a- Etudier la dérivabilité de fı à droite en —1. 


b- Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 
c- Calculer la limite de f, en +o. 


d- Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 
2) Dresser le tableau de variation de fj. 


3) Donner l'équation de la tangente à C1 au point d'abscisse O. 
4) Montrer que l'équation f; eg — x admet une unique solution a dans 
L +oo[ et que a €] — L 7:1 
5) COM la courbe C}. 
6)a- Montrer que pour tout réel x, on a 1 +x € e*. 
`b- En déduire que pour tout réel x, ona fi(x) < et. 
7) Soit À un réel supérieur ou égal à 1 et SQ) = T ^ fi (x)dx. 
a- Donner une interprétation graphique du réel 2 
b- Montrer que pour tout À > 1, ona0 < 5) € E. 


B- Pour tout n € IN", on considère la fonction fa définie sur [—1,+00[ par 
f(x) = J14xe ^ eton désigne par C1 sa courbe représentative dans 
un repére orthonormé [n i,j 71 
1) Montrer que toutes les courbes C, passent par deux points fixes dont on 
déterminera les coordonnées. 


2)a- Montrer que pour tout n de IN*, la courbe C, admet une tangente 
horizontale en un point Ma. 


b- On désigne par o l'abscisse de Mn. Etudier la nature de la suite (an). 
3) Etudier la position relative de C, et Ca. 


4) On pose I = | D JT x dx et on désigne par (A4) la suite définie pour 
tout n de IN* par A, — IÑ fa (x)dx. 
a- Calculer I. m 
b- Montrer que pour tout n de IN*, ona d e* «emn —]. 


c- En déduire que pour tout x € [-1,1], le? KS -1| «e - ]. 
d- Montrer que |As — I| < 242 (e G -1) 


"UC DEMON CS PM E 
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e- En déduire que la suite (A, ) est convergente et donner sa limite. 


—— | UNE CORRECTION POSSIBLE | 
nn adn ooa eu] Tels 


1/a- Nommons K le milieu du segment [OB]." 
L) K-O x B et I-O x J > (KI) // (BJ) 
Or (KI) 1 (OB) ( car (KI)2méd[OB]) 
> (BJ)1(0B) & OBJ est rectangle en B 
(+) K=0 x B et I'2O +T > (Kl'}//(BJ') 
Or (KT) 1 (OB) car (KI )2méd[OB] 
= (BI )1(OB) €» OBJ' est rectangle en B 


b- (B3, BJ "T (81.88) BO) + (0.57) BJ B) [x] 


= + p [x] = 0 [n] car OBJ' et OBJ sont rectangle en B. 


d’où e d B,J et J' sont alignés. 


r NIET) 
2/a- S(J) = O et S(O) = F => (oir) est une mesure de l'angle de S 
pou UN De LN 
(oro) - (oi, o7) +r [21] = Z +n [2n] = -4 Qm] 


b- {B} = (BJ) n (BO) = {S@Œ)} = S(BI)) n S(BO)). 
Comme l'angle de S est donc : 
+ S((BJ)) est la droite perpendiculaire à (BJ) passant par O-S(J) 


nnn 
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— S((BJ)) = (BO). 
* S((BO)) est la droite perpendiculaire à (BO) passant par J-S(O) 
=> S((BO)) = (BJ). 
Ainsi {S(B)} = (BO) N (BJ) = (B) 
Par suite S(B) — B. alors B est le centre de S. 


c S(B) = B et S(J) = O => BO est le rapport de S 


BO . ROI x 
p = cotg| BOJ } car BOJ est rectangle en B 


Il 


ann 
= cote(BOA) car J € [OA) 


_ AO 
DATE 
3/a- o(J) = O et o(0) = J' => TO est le rapport de c 
Or TO - = 2 est aussi le rapport de S puisque S(J)-O et S(O) = J' 


Ainsi le rapport de o est 2. 
b- le rapport de o est 2 différent de 15 c admet un unique point invariant, 
c- go 6(J) = o[c(7)] = o(0) = J. E 

- c est de rapport 2 et de centre Q £ o 00 = haan ( l'homothétie 
de centre Q et de rapport 2? = 4). 
Or on vient de montrer que o » o(J) = J' ce qui donne hoa (J) = T 
— y 
€» QJ' = 40J donc Q e (JJ). 
—3 — — T2 — -2 pu. 
d-- OJ' = 40J = QJ « JJ' = 40J e» -30J = -JJ 
e JQ = xu ce qui permet de construire Q. 


Q est le centre de o qui transforme J en O l 
— [l'axe D de c porte la bissectrice interieure de [€0J, €2O ]. 


1 z-2z-1-«a?-0 
(A = CD^ - Qa?) = -a? = (ia) ) 
 z=1l-ia ou z=1+ia 
Conlusion : S¢ = (1—ia; 1 +ia }. 


1+a 
2/a- aff(OA) <la +ia2) = 1 +a2 ~ ia] => wl í ) 


—A] 


l-a 
(Sd) - Lier = Lin > GR | ) 
ai 


O,A et B sont alignés < OA et OB sont colinéaires 2 
a AN luc ECT MEER RR 
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€» (1«a2)ai - (-a1)(1 —-a2) = 0 
< à1 +aja2 +a]; -ajaz = U 
> Ai = 0. 
€» (1*a3)(1 — a2) + (ai jai = 0 
«€ 1-(a;)-(a)? =0 
= (a3)? + (ar) =- 
€» jaj = 1. 


— -> 
O 


b-OA L 


3/a- En profitant du théorème d'EULER on a : 
& 2cos(X Je’? = [er +e" 2 Je? = e+e = ] + eix 
fes] -2isin( 2 y I e* —e NG Je? = =e" + e™0 = gx 


, sr i VAR 
b-N Liao Lee et = 1e 29 = 2cos( £ + 2912) 


Ober (dps ecu qu MCI pu de 
a 


donc 2cos( 4 + 2) > 0 par suite 2eos( 3 s eC $2) est ta 
forme exponentielle de 1 + 1a. 
Bl-i-1-e 9. -2isin( £ + a)l?) 
= 2sin( 4 + 2 Pers rac 
= 2sin( 4 + DORE c’est la forme 


i —j int AE € i TH, LT 
exponentielle de 1 — 1a car 2sin( 4*5 yo puisque 0« 1 € 


c- OAB est isocèle rectangle en O &> OA = OB et OA 1 OB 
[1 +1a} = ]1 — ia| 
la] = 1 ce qui est vrai cara = e* 


= Zcos( 4 + 2) = 2sin( 4-9. ) d'aprés 3/b- 


TH 4, € _ T I, D T 
mdr oa 2 puisque (+ + 5 «]o; ZT 


&a=0 < az-ze?-]1] 


Ad m d ACD qu «ItKe" R i a 
xo-1* X— (-1) xo-1* x4 x1* 4l-x 


déf CE 
S fi n'est pas dérivable à droite en (—1 ). 
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Hi, f -fi(-1 
b- lim Do A = +00 — C1 admet une demi-tangente verticale 
xo-1* E 
dirigée vers les ordonnées positives au point de coordonnées (1; 0). 
c- lim fi(x) -lim [A +x)e ?]? z 


X>+ 


=]im [e = Xe r =0 avec X = —2x 


Xo-oo 


d- lim f;(x) = 0 = la droite d'équation y = 0 est une asymptote 


Xo-koo 
horizontale à C1 au voisinage de +00. 
2) - la fonction (x — 1 + x) est dérivable et strictement positive sur ]-1; se 
=la fonction (x œ y1 + x) est dérivable sur [-1;+00[ 
par suite fı est dérivable sur ]-1; +o]. 


Mx» -LEG = — e~ - S/I Fixe“ = —£T-—[-1-2x 
1x) 241 +x "irr l 


donc signel T (x)] = signe(-1 - 2x); Yx > -1 
d’où le tableau de variation de f; : 


3) Désignons par T la tangente à C, au point d'abscisse O 
Sq y-fi(0(x-0)«-fi(0 à T: y = en 

4)fi(x) 2 x e» fix) -x = 0 & hi(x) = Oavechi(x) = fi (x) - x. 
h est dérivable sur [-4,+o[ et hi (x) = fi(x)—1 < 0 car f(x) < 0 
D'où h1 est continue et strictement décroissante sur Hi, +o0[ 


alors hı réalise une bijection de Lel sur hi [Aat ] 
Or hi [4 ex = |+; SEA + 1] contient 0 donc 0 possède un seul 
antécédent a par hı ce qui poe de dire que l'équation hi (x) = 0 admet. 
une seule solution a dans + ,+oof. 
J htn = 2e! -1 = e 47974 . 

hi(1) < 0 = h: (a) < n (-1) 


— + < a < 1 car h; est strictement décroissante sur [+ ,+oo[ 


5) eue JE =11658 


RE EE €: 
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6)a- la fonction u : x — u(x) = 1 + x — e* est définie et dérivable sur IR 
et Vx € IR;u(x) = 1- e* 
d’où les variations deu 


=> VxeIR;u(x)z0 ( car 0 est le maximum absolu de u ) 
c Vx e IR;l +x < e* 
b- Vx € IR; 1+x < e* o JTX < JF =e 
1+xe* < e? e* sf(x) <e T 
7) Soit À un réel supérieur ou égal à 1 et SA) = P fı (x)dx. 
a- À > let SAJ=f? fi eoex-['1fs (x) -Oldx. ear f(x) dTe" > 0 
=> S(A) est l'aire en unité d'aire de la partie du plan limitée par Ci, 
l'axe des abscisses et les droites d'équations respectives x=1 et x—À. 
b- Pour tout À > 1, 0 < fi(x) € e2 —0 < f, God < fre? dx 
eossQ) <|- 2e A. Dre E 
T 


-l 


- -L ES 
Or2e 2 < 0 <4 2e 2 -2e?2 


- > zu. 
ee 
B-1) 8 M(x,y) € Ci Co €» y = fi(x) et y = f(x) etx € [-1, +œ[ 

€» xe[-1,+00[ et y= fi(x) et fı (x)=f2(x). 


fi(x)2f9(x) © y1 +xe™ - J1+xe 7 = 0 


< 2e 


2 
2 


e fixe(1-e$)-0cxei =0 ou l-e2 =0 
&x=-Í oux=0 
Ainsi C1 N C2 = {A(-1:0),B(0:1)} 


FH Vn e IN*; 


CRUCE MEE REI ENEMIES E 
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x fn(—1) = J1-1e!20- A(-1,0)ecC, 
* fa(0) = J1 +0e® = 1 = B(0;1) € Ca 


Conclusion : Les points A et B appartiennent à toutes les courbes Ca. 
X X 


2)a- Vn € IN*;f, (x)- —S 22 — xe Wu x -—$£— — (n - 2 — 2x). 
PONET 2 241-4 
Ef(x)50en-2-2x-0ex- a-a. 
D’où C, possède une seule tangente horizontale en son point M, 


? toga lR 
d'abscisse jn 1. 


dt 
jn ]. 
Vn € IN*; Qn = = (n+ 1)-1- Ine = i donc (ax) est une 
l 


suite aritmétique de raison > 
3) Soitn € IN* etx € [-1,-oo[; 


foa (x )-fa (x) Lx PET [ 1—e "ur L l+xe mi L ~e nnn) 


=> Signe[fa (x) — f(x) ] = Signe 1 -e "WD jv > —1. 


Lee xm. 
Orl-e ^") > 0 & e n0 STE he x20 


Ainsi : Vx € [0;+00[; fanı (x) — fa (x) Z 0 donc Cas est au dessus de Ca. 
Vx € [-1;0]; farı (x) — f(x) € 0 donc Cat est au dessous de Can. 


4)a- T TTS del (14x) (14x)? t dx= [3:099 | 7 ed NO 


b- Y neIN*, 1er - (e S L 160 EST hi 


b- a, l'abscisse de M, €» a, = 


| 


D'oül-et <en ues 
c- Rot n € IN* etx e [-1,1]; 
-1 1 
-1< x< I e Z Z 
=L -x d x Ix L 
Sen Xem <en en -l<en -l<en -1 


Orl-e* som] donc -(e* - 1) zo Zen d 
signifie que le - 1| < er] 
d- |A, CH = o JUexas| = |f, rex (e -1)ax| 
ne f, Jr*x|le* -1|]dx 0) 


Eu — 1 donc 


14x 


2p 
> lha HS) 
E fes -1 


À Ji*xle* -i|dx < f', JTFx (e7 H -1)éx 
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e [exe ld < (e* - f, rex 
d 1 - 
= IN J1+x le - 1|dx < $42 (ev = 1) (2) 
(1) et (2) donnent |A, — I| < 4 2er - 1) 
e- 


ara $2 (e* S 1); Vn e IN* 
eiae e] meets 
im 3 | | 


n-oo 
lim A, -I- 4/7 


no-doo 3 
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BAC 2904 SESSION DE 
| EXERCICE 1 ] (6 points) 


Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = Log(x? — 2x + 2) 
Soit ( ©) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (0.1. 1.) 


1)a- Dresser le tableau de variation de la fonction f. 

b- Montrer que la droite D d'équation x=1 est un axe de symétrie de (©) 

c- Préciser la branche infinie de ( 6) au voisinage de +00. 

d- Tracer la courbe ( ©). 
2) Soit F la fonction définie sur [0; -[ par F(x) = did — — 

) [0 par FG) <L Ts 
a- Montrer que F est dérivable sur [0; al et que F'(x) = 1. 
d dt 
1 t? —-2t+2 
3)a- A l'aide d'une intégration par parties, montrer que 
2 2 2 
f(x)dx = 2Log2 - 2]; —————à 
J, f09 8 li x? —2x +2 B 
Rex oc. sees] Ñ 1 

x? — 2x +2 x2—2x+2 x?-2x+2 
c- Calculer, alors, l'aire du domaine limité par la courbe (©), l'axe des 


abscisses et les droites D: x = 1etD': x = 2. 


b- En déduire que F(x) = x et que f T 


b- Vérifier que Vx € IR; 


( 4 points ) 


Une urne contient deux boules blanches numérotées 1 et 2 et trois boules 
rouges numérotées 1,2,2. Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 
1/ On tire simultanément deux boules de l'urne. 
a- C lculer la probabilité de chacun des événements suivants : 
A « Tirer deux boules de couleurs différntes ». 
B « Tirer deux boules de méme numéro ». 
b- Sachant que les deux boules tirées sont de couleurs différentes, calculer 
la probabilité pour qu'elles portent le méme numéro. 
2/ Dans cette question, l'épreuve consiste à tirer successivement et sans 
remise deux boules de l’urne. Soit X l'aléa numérique qui est égal au 
nombre des boules rouges tirées au cours de cette épreuve. 


RE SR ME EE ENEMIES 
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EE ROIS dde lee 
Déterminer la loi de probabilité de X et calculer E(X). 


PROBLEME 


nn, 
Soit ABC un triangle rectangle et isocèle tel que (BA: BC) = es [21]. 
( pour la figure on prendra AB = BC = 6 (en cm)). l) 
On désigne par L,J et O les milieux respectifs de [AB], [BC] et [AC]. 
Soient I le symétrique de O par rapport (AB) et J' le symétrique de O par 
rapport à (BC). Les demi-droites LOD et [OJ) coupent le cercle de 
diamètre [AC] respectivement en A’ et B'. 


I-1) Soit r la rotation de centre O et d'angle (=) Déterminer r(A) et r(B). 


2) Soit h l'homothétie de centre O et de rapport 42 


2 
. OI 0 _ V2 
a- Montrer que : Air ni 
b- En déduire h(A') et h(B'). 
3) On désigne par S la similitude directe qui transforme A en I et B en J. 
a- Montrer que S = hor. 
b- En déduire les éléments caractéristiques de S. 
4) Soit P un point du plan distinct de O et soit P' = r(P). On désigne par 
Q le projeté orthogonal de P sur [OP']. 
a- Montrer que le triangle OPQ est rectangle et isocèle. 
b- Montrer alors que S(P) = Q. 
c- Montrer que OBI'A est un carré. En déduire SUT. 
d- Déterminer S(J'). 

II- Soit M un point de la droite (AB) tel que M * B. ( Pour la figure on 
prendra : M € [BA) et BM = 8 ( en cm). Soit A la médiatrice de [OM]. 
1) On pose S(M) = N. Montrer que {N} = AN (IJ). 

2) Soit £?la parabole de foyer O et de directrice la droite (IT ). 
a- Vérifier que A et C sont deux points de Pèt préciser les tangentes 
à en ces deux points. 
b- Montrer que lorsque le point M varie sur (AB)\{B}, la droite (MN) 
reste tangente à la parabole £7" 
c- Construire le point de contact de (MN) et de 7 


tcI ———— —— M 
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Dos UNE CORRECTION POSSIBLE | — 
e LL 


1)a- La fonction (x — x? — 2x + 2) est dérivable et strictement positive sur 3 
= f: x — Log(x? - 2x +2) est dérivable sur IR. à 


. Vx € IR;f'(x) = —2X=2 
x? -2x +2 
=> Vx e IR;signe[f (x)] = signe[2x — 2] 


D'oü le tableau de variation de f 


© lim [x? - 2x +2] =lim [x?] = +% 


XL xotoo 
—]lim f(x) =lim Log[x? —- 2x +2] = +% 
X-»too X-too 


b- Soit x € IR ( qui est le domaine de définition de f ) 
*x(2x1-x)eIR 
Bf(2x1-x) = Log[Q - x)? -22 x) ^ 2] 
= Log[4 - 4x + x? - 4 + 2x +2] = Log(x? - 2x +2) = f(x) 


D th e f 
Ainsi x et H > D : x = l est un axe de symétrie de & 


c- On a déjà lim f(x) = +œ 


X=>+0 
NTC 


de plus lim I =lim S 
x—>+0 X00 
2 2 
Log(1l- + + <) 
PAUL CONUS M i Er 


X400 
Par suite C posséde une branche infinie parabolique de direction celle 
de l'axe des abscisses au voisinage de +0. 


ET ORRURÍR 
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d- 


2)a- La fonction (t — t? — 2t + 2) est continue et ne s'annule pas sur IR 


=> la fonction ( — 1 7 ) est continue sur IR. 
+ 


t? -— 


Désignons par G une primitive sur IR de la fonctio (: 2 24) 
8 P EAP B n t? —2t-2 


Désignons par u la fonction définie sur [0; zl par u(x) = 1 + tgx 
Ainsi F(x) = G(u(x)) - G(1); Vx e [0; Si 
u est dérivable sur [0; SL 


G est dérivable sur IR qui contient wo; z) 


bn la fonction (x — G(u(x))) est dérivable sur [0; D» 


Par suite F est dérivable sur [0; 9 
: Vx € [0; Ep F (x) = [G(u())]' - [GG] = u(x) x G'(uG9) 
1 


= (14 tg?x) x ———————————— 
( Eu (1 +tex)” - 2(1 + tgx) +2 


— 1 4 tg? — M 
( & x) (1 tg^x) 


F est dérivable sur i pul et Vx € [0; m =] 


F(0) = S 1+tg0 


m us dim G CE 
= vx e [0; EB F(x) -p ldt = [t]5 = 


dt e tg 
sle l a. «(4 js 
3a- Taide = ff Log(x? E 
u'(x) = 1 > u(x) x 


= d sra Xem. 
v(x)-Log(x? -2x42) ~ v'(x) 22x12 


PER — 
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E, DIAM 2)x 1 
-2x + 2 


= [xLog(x? -2x12)] 
= 2Log2 - 2 IR xx 


—2x+2 
b- Vx € IR; 
pxl 1 _ X? — 2X+2+x ~ 1 — (x? — 2x42) 
x?—2x+2  x?-2x-42 x?- 2x42 
R 
x? —2x +2 


c- Désignons par .Z/l'aire, en unité d’aire, de la partie du plan considérée. 
Donc =| f(x)dx = 2Log2 - 2 ELE d 
f, (x) g f, —2x+2 S 


-2Log2 - 2 jac eee —— Pr 
T x x? -2x +2 loss 


-2Log2 -2|'(1 +1 2x2 dx 2]. l 


2 x? -2x 42 1 x2 -2x - 2 
-2Log2 - 2[ x x + loge -2x+2)] +2% 
=Log2-2+ 2. 


1/ Le tirage est de deux boules simultanément de l'urne. 
a- C A se réalise quand on tire une boule ^lanche et une boule rouge. 


X B se réalise quand on tire soit deux boules portant 1 soit deux 
boules portant 2 


c C$ 1+3_2 

donc pE) = cb + o 7 $- 
pBNA) 
b- p(B/A) = —————-. 
P p(A) 


B (1A se réalise quand on tire soit ( une boule blanche portant 1 avec 
une rouge portant 1 ) ou ( une boule blanche portant 2 avec une 
rouge portant 2 ) 


E C} xC! +C! xCl mE 
ORAN Teen o qe 
| pBNA) d 1 
ar suite p(B/A) = 2———— = —— = —. 
p p(B/A) DA) à 


10 
2/ Le tirage est de deux boules successivement et sans remise. 
X : 2 boules tirées > nombre de boules rouges. 


EE C x — 
ELMOUFID Page : 298 Livre : 32 Bac. 


UNE CORRECTION DU: BAC 2004 SESSION DE CONTROLE 


=> X(Q) = {0,1,2} avec Q désigne | univers de cette expérience. 
RE NEUES ES 
poeeg) ec ee ad 
] 1 


A? 20 10^ 
ED WEE 
pU yes R 


D'oü le tableau de loi de probabilité de X 


EIE M 6 EE NON 
* E(X)=0x ig *l* 160 +2* 10 5 


1-1) - A' appartient au cercle de diamètre [AC] et O = A * C 
=» OA-OA (1) 
— — 
.O=A+CetI=AxB => OÍ = TCB. 


y ungue = 
(OR; oA") = (G&of) [2x] car A' € [OD 


SE EE INE URE 
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d 
= (ORR) + (CR) CON: 
4 


= 0+ +0 [2n] car BAC est isocèle, direct et rectangle en B 


N NN 
donc (0&.0^ ) = = [2n] (2) 
Ainsi (1) et (2) donnent (A) = A 
EH De la même façon on montre que r(B) = B’. 
2)a- B appartient au cercle de diamètre [AC] et O = A x C 
=> OA = OB 
De plus I = A + B donc (OI) = medi AB) 
= OIA est rectangle en I 
o UN KO) = a) 42 
Ainsi OA: OA cos{AOT cos( £) a 
& De méme OBJ est isocèle et rectangle en J 
DI = O1 L = cos(B0T) = = cos( Z )- FER 
OB Fa 
Enfin: P = o = J2 
OA’ 


b- x A' € [OI) et ox 2 donnent OÍ- L aN signifie que h(A')=I 
x B' e [OJ) et OJ . -u42 donnent OJ- J2 OB siphifie que h(B')-J. 


2 


3)a- 
S eth o r sont 2 similitudes directes car h et r sont 2 similitudes directes C 
(hs r(A) = h(A') =I = S(A) ! 


(hor)(B) = h(B') = J = S(B) 


>S = her 
b- 


h est la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle 0 


r est la similitude directe de centre O, de rapport 1 et d'angle (=) 


=> S=h o r est la similitude directe de centre O, de rapport Em et d'angle: 
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4)a- Q est le projeté orthogonal de P sur [OP'] => (PQ) 1 (QO) 
— POQ est rectangle en Q 


DCN y PEDI ce 
Or POQ-POP'—7- car P'=r(P) donne (o£. op") - za [21] 


E m Pat — 
par suite OPQ = x — (Poo «PoQ) =r- 5 - À = a 
A . 0 ain 
Ainsi POQ = OPQ donc OPQ est isocéle en Q. 
Bilan : OPQ est rectangle et isocéle en Q. 
b- - OPQ est rectangle et isocèle en Q = A = cos EE = 32 (3) 
r Rr 
. (08:08) = (F op") [2n] carP' e [OQ) 
=E [x] (4) 


Ainsi (3) et (4) permettent de conclure que S(P) — Q. 


cI-Ax*B et I 2 O*«I' donc OBTA est un parallélogramme 
De plus (OI)J1(IA) et OB-OA ce qui donne OBI'A est un carré. 


I 
x OBI'A est un carré donc BI = OA 
—— — e — + ; 
= S(B)S(I) = S(O)S(A) (car S conserve l’équipollence ) 
——— = 
e JS(T) = ol 
— 


xx OI = + B = JB donc OIBJ est un parallélogramme 
—+ — 
d’où OI = JB 


——À 


De * et + x on déduit que JS(I) = TB ce qui donne S(T’) = B. 


d- Posons O;=0 * B=I * J car on vient de montrer que OIBJ est 
un parallélograme. 
Soit hj l'homothétie de centre O et de rapport 2. 
Ona: Ou * J donc hi (Oi)-hi (D) + hi(J) car hi conserve les milieux 
signifie que B = I' * J 
alors S(B)-S(I') + S(J') ( conservation des milieux ) 
équivalent à dire J = B * S(J') 
Or J = B x C donc S(J') = C 


II-1) & (JI) = méd[OB] car JB = JO etIB = IO 
qiero E LH dca VSSUES CC MUSEI RN ——— 
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M € (BA)\{B} donc A = méd[OM|] et néd[OB] = (IJ) sont sécantes 
X M e (BA) = S(M)-N < S((BA))-UI) car S(B) = Jet S(A) =I 


ON = 32 ow 
BSM)-Ne4q4 ^ 
(MoN) = + pri 


D’après le thérème d'ELKACHI on peut dire que : 
NM? = ON? + OM? — 2. ON. OM cos( =£ ) 


= ON? + LON? -2 0N-Z-0N 32. = ox? 
2 2 
D'où NM = ON ce qui donne N € À = méd[OM] 
Bilan: {N} = AN (IJ). (d’après &,03 et FH) 


2)a- U est le projeté orthogonal de A sur (I'B) car OBI'A est un carré 
or on a déjà montrer que B = F * J' donc (I'B) = (UT 
donc T est le projeté orthogonal de A sur (I'J') qui est la directrice de Ø 
de plus AY = AO car OBI'A est un carré 
signifie que AO = d(A; (I'J)) signifie que A € C car O est le foyer 
Pèt (T'J') sa directrice ). 


+ OBI'A est un carré 
— B est le projeté orthogonal de O sur (BI') = (UJ) 
=> (BO) est l'axe focal de 2^ 
D'autre part (BO) est la médiatrice de [AC] 
donc C = SmoyY(À) 
et comme À € alors C e €^ (car (BO), l'axe focal de £7 est un axe 
de symétrie de £7) 


x U est le projeté orthogonal de A sur la directrice (IJ) de 6^ 
= la tangente à Fèn A est la méd[OI'] = (AB). 
© (AB) est la tangente à Fèn A 
donc Sqgoy((AB)) = (BC) est la tangente à èn So) (A) = C 
( car (BO), l'axe focal de g7 est axe de symétrie de 07) 


b- - B est le projeté orhogonal du foyer O de £? 
=> méd[OB] = (IJ) est la tangente au sommet de 27 


CIIM RR CCCo uu Res M CREME — 
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- VM € (AB)MB) 


N € A = méd[OM] 


N = S(M) = 
~ NOM = Z 


ain 
— ONM - 2 
=> N est le projeté orthogonal de O sur (MN) 
de plus N € (IJ) qui est la tangente au sommet de £^ 
Ainsi le projeté orthogonal de du foyer O sur la droite (MN) 
appartient à (IJ) la tangente au sommet de £^ 
= (MN) est une tangente à €" 


c- Désignons par Mi le point de contact de (MN) et £^ 
Comme (MN) est une tangente à älors le symétrique H du foyer O 
de par rapport (MN) est le projeté orthogonal de M; sur la 
directrice (I'J) de 2" 
Ainsi (Mj? = (MN) A (la perpendiculaire à (I'J) en H ) 


ae do D." 
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BAC 2005 SESSION PRINCIPALE 


| EXERCICE 1 | 


(6 points) 


Soit ABC un triangle rectangle en B tel que 


————— 
— — 
(BC.BA) =É [2x], AB =3 etBC = 4. 


1) Soit f la similitude directe telle que f(A) = B et f(B) = C. 
a- Déterminer l'angle et le rapport de f. 
b- Soit H le projeté orthogonal de B sur (AC). 
Montrer que H est le centre de f. 
2) Soit D = f(C). 
a- Montrer que D appartient à la droite (BH). 
b- Construire la point D. 
3) Soit g la similitude indirecte qui transforme A en B et B en C. 
On désigne par Q le centre de g. 
a- Montrer que f o g" = Sc). 
b- Soit E = g(C). Déterminer Sgc; (E). Construire alors le point E. 
c- Préciser la nature de g o g. Montrer que Q appartient à la droite 
(AC) ainsi qu'à la droite (BE). 
d- Construire le point Q et l'axe A de la similitude g. 


a 


Dans le plan complexe €?rapporté à un repère orthonormé direct 
(0, V, y). on donne le point A d'affixe 1. Soit l'application f de ^ 


dans ui à tout point M d'affixe z associe le point M? d'affixe z' tel 
lir; +1-4 +i 


J2 42 
1) Déterminer la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques. 
2) Soit le point Mo d'affixe 2. On pose pour tout entier naturel n, 
Ma; —f(M,). On désigne par Zn l’affixe de M, et par Zn l'affixe du 
vecteur AM, 


a- Montrer que Zi = e'4 . 


que z' = 


[a 


b- Montrer que pour tout n € IN, Za = e 4. 
c- En déduire l’ensemble des valeurs de n pour lesquelles les 


TTT 
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points A, Mo et M, sont alignés. 


f: 


PROBLEME | 


Soit T: IR — IR;x > f(x)- 


(10 points) 


ex 
1+e* 

na ` A > > 
dans le plan rapporté à un repère orthonormé (o, 1.11 


et soit (©) sa courbe représentative 


A-1/ Dresser le tableau de variation de f. 
2/a- Déterminer les branches infinies de (©). 
b- Tracer (©). 
3/a- Montrer que f est une bijection de IR sur IR*. 
b- Tracer la courbe ( Æ) représentative de la fonction f~! de f. 


c- Calculer f! (x) pour x > 0. 
e* 
1+e*° 


4/a- Vérifier que pour tout x on a f(x) = e* — 


b- Soit À un réel strictement négatif. 
Calculer A) du domaine limité par la courbe ( €), l'axe des 
ordonnées et les droites d'équations respectives : y = Aet y = 0. 


B- Vn e IN'etVx € IR, on pose F,(x) = IN RR dt. 


1/a- Calculer F; (x) et déduire que lim F:(x) = Log2. 
b- Calculer lim F2(x). 


X-2—o0 


2/a- Montrer que pour tout entier naturel non nul n et pour tout x de IR 
ona: Fan(x) +F) = LR 
b- Montrer par récurrence sur n, que F,(x) admet une limite finie 
lorsque x tend vers —oo. 
Dans la suite du probléme on pose Ra =lim F,;(x). 
xX-00 


3/a- Vérifier que pour tout t < 0, 2e! < 1 +e! < 2. 
b- Montrer que pour tout entier naturel n > 2 et V x < 0, ona: 
Ta <fa) < eftt 
c- En déduire un encadrement de R, pour n > 2. 
4/ Pour tout réel négatif x et pour tout entier naturel non nul n on pose 
Ga(x) = C1)" f edt. 
EN 


a- Calculer G, (x) et montrer que lim G,(x) = ~p. 


KD 


b- Montrer que Gi (x)+G2(x)+G3 (x)+...+Gn(x)=-F: (x) 71)" D (x). 
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n k-1 
5/ On pose, pour tout entier naturel non nul n, u, = > cp 


k=1 
a- Montrer que un = Log2 + (-1) Ras. 


b- Montrer que la suite (un) converge et trouver sa limite. 


UNE CORRECTION POSSIBLE 


——— 
—— —À 
l)a- -f(A) -Betf(B) - C => (BA, CB) est langle de f 
PR EN cech 

Or (B& cH) - (BA BC) +n [2x] 

= -T = 1 

Sag Ti [2n] = 2 [27] 
-f(A) - Betf(B) 2C. — BC . 4 est]e rapport de f 


Conclusion : f est d'angle F et de rapport EE 


b- H le projeté orthogonal de B sur (AC) 
> 4H) = (BH) n (AC) et (BH)1(AC) 
Comme f est une similitude directe d'angle F alors : 


© f((BH)) est la droite perpendiculaire à (BH) passant par f(B)«C 


DE EEUU E 
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— f((BH)) = (AC). 
© f((AC)) est la droite perpendiculaire à (AC) passant par f(A)=B 
=> f((AC)) = (BH). 
(Hj = (BH) n (AC) 2 {#(H)} = f(BH)) n f((AC)) 
 {(H)} = (AC) n (BH) = {H} 
D'où f(H) = H et comme le rapport de f est différent de 1 
par suite H est le centre de f. 
2)a- 
C e (AH) = f(C) = D e f((AH)) = (BH) 


b- - D e (BH). 
(ABL (BC) = f((AB))1f((BC)) car f conserve l'orthogonalité 
— (BC)1(CD) 
= D € A; la droite perpendiculaire à (BC) en C 
+ (BH) Z. A; puisque C € Ai et C é (BH) 
Ainsi {Hy = (BH) A.A; 


3)a- g est la similitude indirecte qui transforme A en B et B en C. 
BC 4 
BA 3 

4 


Donc g est une similitude indirecte de rapport 3 


=> le rapport de g est == 


par suite g ! est une similitude indirecte de rapport i 
de plus f est une similitude directe de rapport 4 


alors f o g^! est une similitude indirecte de rapport + x 


3- 
g 


= fo g™ est un antidéplacement (1) 
*(£287)(B) = f(g" @)) = fA) = B 
= B est un point fixe par fog! (2) 
(fog )(C) = fg (O) = B) = 

= C est un point fixe par fo g^! (3) 
Ainsi (1), (2) et 3) = fog" = Seo). 


b- Sac(E) = (og (E) = fg (E) = KO) = 
Sec)(E) = D e E = Seo (D). 


c- Désignons par A l'axe deg 
donc g = Mt) o Sa = Sha 0 hat) avec hia 37 l'homothétie 


PPP RE T Eesti ac SR HE DM: 
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4 

3 

"RSA Siesa hiag) = Magat) © ha) 
avec ^ (o. 16 1) l'homothétie de centre Q et de rapport 19. 


(go 8A) = aía(4)] = g(B) = C 


S oc - 16 
Donc R(a,18 )(A) =C & AC = POA 


d’où € (AC). 
* (£ ° 2B) = g[s(B)] = &(O) = 
Donc h (o. i RIT = =E SORE m 
d'ou Q e (BE). 
d- * Q € (BE) et Q € (AC) et comme (AC) + (BE) car B € (AC) alors 
{Q} = (AC) N (BE). 


E Q est le centre deg et g(A) = B 
=> A (l'axe de g) porte la bissectrice interieure de [OA, OB] 


En effet : 


QEA 
Posons A1 = SA(A) — A est la bissectrice interieure de [QA, OA] 


donc h AT =l h 8 | - A) =B 
LAT | AT ° Sa IM = aa) 
— OB E ioa, — QB et QA; sont colinéaires de même sens. 


=> [QA,QA:] = [GA, OB] 
Conclusion: A porte la bissectrice interieure de [QA, QB]. 


de centre Q et de rapport 


f est la rotation d'angle ES et de centre le point 


o dlt 


Fife Dc ii XA esa) 
1-a Y lti 
42 
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Conclusion : f est la rotation de centre A et d’angle J 


2)a- M; = f(Mo) donc zı = e'^zo +1 — et = et y] car zo—2 
Par suite Zi = aff( AM: ) =z -l= "ra 


b- Soit la proposition de récurrence définie sur les entier n par Z,-e 4 
WZo.-z-1-2-1-1-e?* 
— la proposition P est vraie pour n = 0. 
* Soit k un entier naturel. Supposons que la proposition £st vraie 
jusqu'a l'ordre k; montrons qu'elle est vraie vraie à l’ordre (k + 1). 
En effet 


— 1 d 
Zai (AM ) —Zuj-l-e4z,-e^4 car Mii -f(My) 
E — TA 
eT LZK LD aff( AM ) =e4Zx 


n ku .(Kk+#l)r 


=e de 4 —e 4 car on a supposé que èst vraie à l'ordre k 
ar 


les deux étapes de travaille lil et donnent que Y n € IN, Za = e" 
Qus 
c- Remarquons d'abord que: VneIN,Z. -e ^ +0 
A, Mo et M, sont alignés <> AM, et AM, sont colinéaires 


= Zn est un réel non nul (car Z, + 0) 
0 


€» arg(Za)=0 [n] 
e n e IN et P = 0+kr aveckeZ 


— n=4k aveck e IN. 


| PROBLEME 


A-1/:fest définie et dérivable sur IR 
2x XY. aXa2X 2x 2 +-e* 
Je IR Pad est eee = e”( a^ 
(1+e*) (1+e*) 


D'où le tableau de variation de f 


x EET. ex 
lim f -lim <= = 0 
—00 x00 


car lim et = 0 


í£—o00 
. + XX 
lim f =lim ———-—4oo 
€*(e *41) 
+00 K—+00 


2/a- * lim f = 0 = la droite d'équation y = 0 est une asymptote 


—o0 


"IO T————————ÁM——————— 
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horizontale à ( ©) au voisinage de (~). 
Miimf=+ et lim ÍO) lim e P 
+0 Xr X—-oo e “+1 


+00 


=> ( ©) admet une branche parabolique infinie de direction l'axe 
des ordonnées au voisinage de +o. 


3/a- fest continue et strictement croissante sur IR 
— f réalise une bijection de IR sur TU — oo, -oo[) =]0; teol. 
b- (8) = SA((@)) avecA:y-x (voir figure) 
c- Soit x de ]0; +œ[ et posons f! (x) = y. 


-1 2 2. e 
fi(x)2-y e WN e om 
€» (e)? -x(e?)) -x = 0 
€» Y? -xY-x-0etY-e 
Ey x a Eae dx ou que r LE dun Vx? + 4x 
RS RM RUE 2 
(Car le discriminant A = x? + 4x > 0 puisque x €]0;-too[ ) 


Or pour x > O on a: 


X?2+4x> x? > J ds > 4x) = x 
= x- Ix? +4x «0 
x — 4x? t Ax 


donc e” = $t est impossible 


L ———ÁÁÉ PRG 
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X + 4X? +4x 
2 
x + 4x? + 4x | 


| 5 


Ainsi f !(x) = y & & = 


Conclusion : Vx > 0;f! (x) = Log 


4/a- Vx € IR; ph = LUE E, = Heg = f(x). 
b- Désignons par 2 la partie du plan limitée par : (©) et les droites 
> 3 i 
(0.7) :x- 6 (0,7) :y=0etD, : y =À 
Désignons par ZX la partie du plan limitée par : (©) et les droites 
> — 
(0.1) :y=0, (0.7) : x = 0; et D; : x = À. 
Comme (&) = Sa((@)), SA(Di) =D}, sa((0.7)) 5 (0.7) alors 
D = SAL) 
et comme de plus S4 est une isométrie alors CZ; et GX ont le même aire 
Air(GR)=Air( GR) 
| [9 castor s RUE A 
=> AA) = f, Td = ING EE Jax car f(x) > 0; Vx € IR 
= [€ - Log(1 +e*) T = 1- Log(2) - e + Log(1 + e^). 
B- 
Ia- Fi(x) = IN e -dt = [Log(1 +e) ]° = Log2 - Log(1 + e*). 
lim Fi(x) -iim E Log(1 +e*)] = Log2 car um e* 20 


——00 


x-—00 


b- lim F2(x) -iim T EF "dt 
=lim Ax) zm [1 - Log2 — e* + Log(1 + e*)] 
= <T — Log2. car lim e* = 0 


X-—00 


2/a- Vn € IN*et Vx e IR ona: 
Faa(x) + Fa(x) = T S cde f e" -dt 


er l+e : 
zii e SUP dt = T end - [ie] 
l-e" | 


b- Montrons par récurrence que Vn € IN*, (tim p.r existe et fini. 


X-—00 


(1) lim F;(x) = Log2 = la proposition est vraie pour n =1. 
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(2) Soit pe IN*; supposons que | lim F,(x) 
que (1im Pau 69) existe et fini. 
en effet 


Pun) + Fx) = Le o FG) = d 


(tim F 1) exite et fini 


X 00 


——00 


) existe et fini; montrons 


--- eP* 
P. px) 
Slim LE 
lim LEE = lei nga 
= (1im paid G DS 


X—-—o0 


F,(x) | exite et fini 


X—00 


Conclusion : (1) et (2) — Vn € IN*, | lim FG) existe et fini. 
3/a- Soit t < 0. 
t<0æe <e! =1 


et+1<1+1 
donc 
< 


par suite 2e! < 1 xe! «2 
et 4 et 


et +1 
b- Soitn e IN etn 2 2; Soitx e IR ona: 


Vt € [x;0] on peut dire d'aprés la question précédente que 


jet d pel 2:63 Le lcg cl 
"e "E 2 Ale 2e 
a en < ent e(n-Dt 


c L nt 
et comme de plus les fonctions (t — ey (: > PA ) et 
(n-1)t ; . 
(t — £ 3 es sont des fonctions continues sur ] — co; 0] 


— Dt 
Sl DAS Ti t<f, ar 
e Vx< E < P-O < m 


nx n-i)x 
e Vx «0; LEE < Fx) < Lem 


par suite Vx < 


X 


c- Vn e IN tel quen 2 2 


Rs clim FG); im 1527 = JL. lim Inf Ce 
et comme d. DE < Fax) € E EU pour tout n > 2etx « 0 i 
alors 2 < Ra S KE D 
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4l a- G (x) = CD" end = LT Let’ 
AOC 
lim G,(x) =lim (-1)" 1 Le s car lim e™ = 0. 


X——00 


X——00 X——00 


bc. Gi 60 GzG0 4: i60 3G 
= C! f e'dt + CD? f e”dt + C71) f° edt. C1)" f° etd 


zn [Ce + (1)2e2 + (-1) e 4... «(-1)"e" at 
x (ce po + oei) Jat 
sl (= eye ster e dt car 1+(et)+(et)2+. er) est la somme 


- Ce) 


P n premiers termes d'une suite géométrique de raison q = —e'. 


0 
[f see fe 
= [dre f S8 a EIS) + CD Fu 9. 


1+et 


5/a- on vient de prouver que Vx « 0 et Vn e IN* 
Y Gi (x)2Gi (x) G2 (x)4 Gs (STE, LOG, (x) --Fi (x) + (-1)" Fa (x) 


k-l 
et comme chaque fonction figurant dans cette derniére égalité admet 


une Mme finie quand x tend vers (—o0) alors 


lim > Gt -lim [-F: (x) + LL )" Fm (x)] 


X——00 


c È lim G(x) = - lim Fi(x) +(-1)" lim F, (x) 


X2-—o0 


= Y co = —Log2 + (-1)"Rau 


k=1 
CE. ad 
e -Y EL = -Log2 - (1) Ras 


€ un = Log2+(-1) "Ru 


b- — VneIN*;u, = Log2+(-1)" Ra 
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c Vn € IN*;u, - Log2 = (-1)"! Rpa 
D'on Vn € IN*; jus — Log2] = | C1) Ran | = [Rs 
En profitant de B-3/c- on pourra dire que : 


sache x R x a. > 2 
2(n+1) S Anti X zp Yn > 
et comme lim cl Oet lim = 0 alors lim R4; = 0 


nto 2(n4 1) npo. 2i b 
Par suite lim |u, — Log2| = 0 
noo 
donc lim u, = Log2. 


n+% 


ELMOUFID Page : 314 Livre : 32 Bac. 


UNE CORRECTION DU: BAC 2005 SESSION DE CONTROLE 


386 2008 SESSION DE CONTROLE 


Une urne contient trois boules rouges numérotées 1,2,2 et trois 
boules blanches numérotées 1,1,2. 
Une épreuve consiste à tirer simultanément et au hasard trois 
boules de lurne. 
1)a- Calculer la probabilité de chacun des événements suivants: 
A :« avoir trois boules de méme couleur ». 
B :« La somme des nombres inscrit sur les boules tirées est 
égale à cinq ». 
b- Soit C l'événement :« avoir au moins une boule rouge qui porte 
le numéro 2 ». Montrer que p(C) = Z. 


2) Soit X l'aléa numérique qui à chaque tirage associe le nombre 
de boules rouges portant le numéro 2 obtenues. 
a- Déterminer la loi de probabilité de X. 
b- Calculer E(X). 
3) On répéte l'épreuve précédente n fois (n 7 1) de suite, en remettant 
aprés chaque épreuve les boules tirées dans l'urne. 
a- Calculer la probabilité p, pour que l'événement C soit réalisé au 
moins une fois. 
b- Déterminer le plus petit entier n tel que pa > 0,99, 


| EXERCICE 2 | 


(5 points) 
1) Soit f la fonction définie sur [0; &oo[ par f(x) = x?^e* 
On désigne par © la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. 
a- Montrer que lim f(x) = 0 
Xo 
b- Dresser le tableau de variation de f. 
c- Construire la courbe & 
. EE 1 
2) Soit (un) la suite définie sur IN* par : un = f, x^ eX dx. 


a- Calculer u1. 
n +1 nL) 


En déduire que (u,) est convergente et trouver sa limite. 
= 
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3)a- Montrer à l’aide d’une intégration par parties que pour tout 
n de IN* ona: un = (221 Un — 1. 

b- En déduire l'aire du domaine limité par la courbe '& l'axe 
des abscisses et les droites d'équations respectives x=0 et x=1. 


PROBLEME 


Soit ABC un triangle isocéle direct de sommet principal A. On pose 


(10 points) 


SDE 
(AB, AC) = 2a [2x] où à est un réel de ]0, ST On désigne par O le 
milieu de [BC] et par D le symétrique de A par rapport à O. Soient I et J 
les projetés orthogonaux respectifs de O et D sur (AC). 
A-1) Soit f la similitude directe qui transforme O en I et D en J. 
a- Montrer que f a pour angle à et pour rapport cos a. 
b- Prouver que le centre de f est le point A. 
2) On désigne par E le symétrique du point O par rapport au point I. 
a- Montrer que f(B) = O et quef(C) = E. 


: dui OE . 
b- En déduire que BC ^ 0050. 


3) Soit o la similitude indirecte telle que o(B) = O eto(C) = E. 
a- Déterminer le rapport de o. 
b- Montrer que o(O) = I. 

4)a- On désigne par S (og; la symétrie orthogonale d'axe (OE). 

Montrer que o = S(og, ° f. 

b- Montrer que o(D) = A et o(A) = J. 

5) Soit Q le centre de ©. 
a- Montrer que (o < 6)(D)-J et en déduire que Q € (DJ) 
b- Montrer que Q appartient à la droite (BI). 
c- Construire le point Q. 
d- Montrer que Ol = (cos?a). OB. (1) 

B- Dans cette partie on suppose que OC = 1 et on munit le plan 


— 
du repére orthonormé direct (0, d, v) tel que v = OC. 


— 
= -> 
1)a- Montrer que ( OC, OI )= a [2r] et que OI = cosa. 
b- En déduire que oi = (cos?a)U + (cosasina)V. 
c- En utilisant la relation (1), montrer que les coordonnées (x, y) 


du point Q sont telles que x = 2cotg?a ei y = cotga. 
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2) Dans cette question on suppose que les points B et C sont fixes. 
Montrer que lorsque a varie dans ]0; -[ le point Q varie sur une 


parabole £?dont on précisera le foyer F et la directrice A. 
3) Le cercle de diamétre [BF] coupe la droite (OA) en M et N. 
a- Montrer que les droites (BM) et (BN) sont les tangentes à 
issues de B. 
b- Construire les points de contact de ces deux tangentes avec 2? 


m UNE CORRECTION POSSIBLE | —^ 
odd d D 


[amac 1 } 


L'urne contient 


1)a- A :« avoir trois boules de méme couleur ». 
donc A se réalise quand le tirage contient soit trois boules rouges 
soit trois boules blanches. 


Ci + Ci 2 1 
alors p(A) = TG RS m 


x B :« La somme des nombres inscrit sur les boules tirées est 
égale à cinq ». 
donc B se réalise quand le tirage contient deux boules portant 2 


et une troisième portant 1. 
; C? x C? 9 
A) = = = 2 
par suite p(A) Ci 20 
b- C :« avoir au mois une boule rouge qui porte le numéro 2 » 
— C :« avoir zéro boule rouge portant le numéro 2 » 


ex CR ub. ne] 
ECC ME a 
= p(C)=1-p(T)=1-2+ - + 


5 5 
2)a- X : 3 boules tirées — le nombre de boules rouges portant le 
numéro 2 obtenues. 
=> X(Q) = {0,1,2} 
(Qx202C€opX-0-l 
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+ (X = 1) se réalise quand le tirage contient une seule boule 
S332 CARR 1012.3 
rouge portant2 —p(X = 1) — cj “2 5 
+ (X = 2) se réalise quand le tirage contient une deux boules 
rouges portant2 = S ULP DAC ME ME 
s K TTC 2 5 


D'où le tableau de loi de probabilité de X 


b- EQ) = Xx = 0x dex deze 


3)a- Comme on remet les boules dans l’urne aprés chaque épreuve 
alors les répétions sont indépendentes. 
Désignons par C, :« l'événement C se réalise au moins une fois 
dans les n répetitions ». 
= C, :« l'événement C ne se réalise pas pendant les n répétitions » 


= pCa) <LL = pa =C) = L (4Y 
b- pa 20,99 + Ud > 0,99 


e(t ) < 0,01 = In(+) < In 102 
02 


c nli L < In102 & n > 12107 = 2 8614 
3 In + 


Conclusion: le plus petit entier n tel que pa > 0,99 est 


| EXERCICE 2 | 


3 
3 
1)a- lim f(x) zm a [ex | = e.lim ( s ) 
X-++00 e xS 


e 3 
posons t — X- donc x = V3 J3 Jt 


ZEE -otim [rt] 


t-+00 t-+00 Jt 
=0 car L 0 et + — 0 quand t — +% 
qp ee 


Ainsi lim f(x) = 0. 


X—+00 
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b- - f est dérivable sur [0; ool (produit des fonctions dérivables). 
: Vx > 0; f'(x)-3x?e! = x? (-2x)e!* —x2e!- (48 42x) CS: — 42x) 
d’où signe[f'(x)] = signe x? (43 - 42x) |; vx 20 


par suite le tableau de variation de f est le suivant 


c- «X lim f(x) = 0 = la droite d'équation y = 0 est une asymptote 


X-o0 


horizontale à (C) au voisinage de +. 
< f4(0) = 0 = (C) possède en O(0,0) une demi tangente horizontale 
X f'(a) = 0 = (C) possède en A(a,f(a)) une demi tangente horizontale 


a & 1,22 
f(a) = 1,11 
2)a- uml weld = pa- el i 
-1 1 
zae jr 2*2? 


b- Soient n € IN* etx € [0,1] 
Oxx«l1o0cxx?x«l 
Eu —-?^«0 20x«l-x'«l 


. 2. 
et comme les fonctions (x — x”); (x — x"e) et x e nel ) 


; 1 1 ED 1 
sont continues sur [0, 1] alors f, x'dx < p x"el* dx < f, x'edx 
1 
1 nil ] [ e 2d 
€ | ——x < Un € X 
[ nal o ""Ln-«l 0 
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1 e 
<u < 
i Hd. 09 1 
et puisque lim —— = 0 et lim —— = 0 
P q ñ—+00 n+l no4coo n+l | 


donc lim u, = 0. 
n+00 


3)a- Soit n € IN*; uj = f. x”t2e!x dx = Roa) (xe! )dx 


! = xel-x? u(x) = mad 
Choisissons ut) is et See 
v(x) = x" v'(x) = e t1)" 
Ainsi Unu = [ Xbxvne 1x? l- el^ dx 
— L n+l n S 
2 + 5 Ee dx 
_ fn+l mn 
ze 


b- Nommons l'aire en unité d'aire de la partie du plan désignée 
E [f(x) |dx SR ed car f(x) = x'el* > 0; Vx e [0;1] 


= U3 = Ur 
T d sel zt Z aned " 
= ( 2 X 2 d’après 3)a 
—— — — ia , sà ES 
2 TR d'aprés 2)a 


Conclusion : = -] + >e. 


PROBLEME 2 


2 


T ON 
A-1)a- f(O) = I e f(D) = J = (0D, T) est une mesure de l'angle de f. 
+ ABC est isocèle en Aet O = B* C 
—00— 1 ain 
— OAC = 7 BAC = 0. 
- ABC est un triangle direct => AOC est aussi un triangle direct 
et on vient de voir que OAC = a €]0, SL 


c E — — 
donc a est la mesure principale de (AG, AC) 


alors (A0, AC) = à [2r]. 
+ (OD) 1 (AC) et (DJ) 1 (AC) = (OI) // (DJ) 
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Dans le triangle ADJ on a: 
(OI) // (DJ) et (OI) coupe [AD] en son milieu O et (AJ) enI 

donc I est le milieu du segment [AJ] (d’après un théorème) 

ToN ME, a N ailes — — 2 
100.01 = (A9,AC) (AC. AT) [2x] car OD=A0 etTi-Ai 

e 
20 [21] 
= a [2n] 

Conclusion : f est d'angle a. 
x f(O) = I et f(D) = J > A est le rapport de f. 


OD 
Or AL. - AL - cos OAC = cosa. car AOl est rectangle en I 
OD AO 


Ainsi : le rapport de f est cos a. 


b-O = Ax D = f(O) = f(A) *f(D) (ear f conserve les milieux ) 
—I-Í(A)*]J 
Or I = A * J donc f(A) = A. 
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comme le rapport de f est cosa différent de 1 puis que a €]0, KS 


Alors A est le centre de f. 
2)a- 
AB = AC 
BO = COcarO - B*«C 
[AO] est un coté commun au triangles ABO et ACO 
— Les triangles ABO et ACO sont isométriques 
——— ———M— 
— —À3 — — 
5 (A8, AQ) = (ac. AC) [2x] 
= a [2n] (1) 
+ ABO est un triangle rectangle en O 
— AO — cosBAÓ = cosa 
AB 


— AO - cosa. AB (2) 


Ainsi : (1) et (2) donnent |f(B) = O 


O = B * C = f(O) = f(B) + fC) (conservation des milieux) 
= 1 = O *f(C) 
OrI-OxE car E = S(O) 


b- fB) = O et F(C) = E 
OE 


> Be 70st car f est de rapport cosa 
3a- c(B)-Oeto(C)- E | 
=> DR = cosa est le rapport deo 


b- O=BxC— 6(0) = 6(B) + oC) (conservation des milieux) 
=> o(0)-O*E-I 


CODEN 


(D) Sior) » f est une similitude indirecte (c'est la composée d'un 


4)a- 


antidéplacement et d'une similitude directe) 


(2) (Si) »£)(B) = Sig (0) = O = o(B). 


(3 (Sio ° £(C) = Sog (E) = E = o(C). 
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Conclusion : 6 = Sog; of. d’après © 3 © et © 
b- o(D) = (Stog) ° £)(D) = SosslfD)] = So). 
(OE) = (OD) 1 (AC) = (AJ) = (AI) 
I=A*J d’après 1)a- 


SS (OE) = méd[AJ] 
Ainsi 6(D) = Sop = A. 
+ o(À) = (Sœ) ° £)(A) = Sip (A) =J 
5)a- (o o 6)(D) = o[o(D)] = o(A) = J. 
+ Désignons par A l'axe deo 
donc 6=h{acos a) © R AÑ, © h(Qcosa) avec h{Qcos a) est l'homothétie 
de centre Q et de rapport cos a. 
— 6990 = h(Qcosa) ? SA 0 SA © h(ososa) 
= h(g;oso) 9 (Q,cos à) 
= hass?  l’homothétie de centre Q et de rapport cos a. 
Donc (o » o)(D) = J équivaut à h{ocos2a)(D) =J 
=> €Q,D et J sont alignés 
par suite Q € (DJ). 
b- (c° 0)(B) = o[o(B)] = o(0) =I 
> haco) B) = I 
=> Q e (BI). 
c- Q e (BI) et Q e (DJ) donnent que Q e (BI) n (DJ) 
Comme I £ (DJ) (puisque (DJ)1(AC) = (IJ) 
alors (DJ) + (BI) 
Ainsi (BI) et (DJ) sont sécantes en Q. 
d- On vient de prouver en S)b- que h{o cos2)(B) = I 
ce qui est équivalant à dire ol - (cos?a). OB. (1) 
B- 
l)a--+ f(B)-Oetf(O) -I 


—— 
— — 

—( BO, OI ) s a [2n] 
——— 


—> — — — 
—(OC,Ol)sa [2r] car BO = OC 
+ Le triangle OCT est rectangle en I 
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GOT - OL = 
cos COI = OC €» OI = OC. cosa 


<> OI = cosa car OC = 1 
——— 


5—3 35 LI 
b-(OC,OÏ)= a [21] e(u,OÍ)2a [21] card = OC 
et comme (0, i, v) est un repère orthonormé direct alors 
ol - OL[ cos a. T + sina. V ] = cos af cosa. U + sina. V ] 
> MI =? 2 — . -> 
D'où OI = (cos*^a)u + (cosasina)v. 
e- © OÏ = (cos?a)u + (cosasina)V = I(cos?a ;cosasin a) 
—— —3 
© OB = -OC — B(-1,0) 
cos?a — x = (cos?a)(-1 - x) 


— —À 
+ OI = (cos?a). OB € 
cos asina — y = (cos?a)(-y) 


E (cos?a — 1)x = -2(cos?a) 


(cos?a — 1)y = —cosasina 
2 
cos?a 
x-2.€08-0 2 
me x-2cotg*a ; 
D l-cos'a < car 1-cos?a-sin?a 
y- 50$ 05IDn G. y = cotga 
1-cos?a 


Conclusion : o2 cotg?a ;cot ga) 
2) a varie dans ]0; EX 


Q(2cotg?a ;cotga) => xo V5 


d'ou Q € à l'ensemble PY équation cartésienne y-lx 


Or £9? y-lx-2lx alors est la parabole de foyer F(4, 0) 
et de directrice À : x = E 

3) {MN} = (OA) np (pr est le cercle de diamètre [BF ]) 
a- 9? y-ix => l’axe des ordonnées (O.:.) est la tangente au 


sommet de £7 
OMe ipp) => (BM) i (MF) 
— M est le projeté orthogonal de F (foyer de sur (BM) 
Or M e (OA) (la tangente au sommet de 97 
donc (BM) est une tangente à G" 
LIN € inr) => (BN) HH (NF) 
=> N est le projeté orthogonal de F (foyer de sur (BN) 
Or N € (OA) (la tangente au sommet de 27 
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donc (BN) est une tangente à O" 
b- Désignons par M. le point de contact de (BM) et 27 

Nommons G; le point d'intersection de (BM) (tangente à €?) et 

de A (la directrice de £?) 

h —Óá—— 

=> GıFM; = » 

= M; € Aj la perpendiculaire à (FG:) en F 

Ainsi Mi est le point d'intersection de A1 et (BM) 
une explication analogue pour la construction du point N; de 


contact de (BN) et 2 
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